Skript zur Vorlesung

Algorithmen und
Berechnungskomplexitat 11

Prof. Dr. Heiko Roglin

Institut fir Informatik

u niversitétbonnl

Sommersemester 2014
30. Juni 2014



Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung 1l
1.1 Probleme und Funktionen . . . . .. ... ... ... ... ..
1.2 Rechnermodelle . . . . . . . . .. . o

1.2.1 Turingmaschinen . . . . . . ... .. ... ... .. .. .....
1.2.2  Registermaschinen . . . . ... .. ... ... ... .. .. ... 4]
1.2.3 Die Church-Turing-These . . . . . . . . ... .. ... ... ... 17

2 Berechenbarkeitstheorie 18
2.1  Entwurf einer universellen Turingmaschine . . . . . . . . .. ... ... 19]
2.2 Die Unentscheidbarkeit des Halteproblems . . . . . . ... .. ... ..
2.3 Turing- und Many-One-Reduktionen . . . . . . .. .. ... ... ...
24 DerSatzvon Rice. . . . . . . .. 20]
2.5 Rekursiv aufzahlbare Sprachen . . . . . . . ... ..o 311
2.6 Weitere nicht entscheidbare Probleme . . . . . . . . ... .. ... ... 361

3 Komplexitiatstheorie 37
3.1 DieKlassen Pund NP . . . . ... .. ... oL 38

3.1.1 DieKlasse P . . . . .o 38
312 DieKlasse NP . . . . . ... ... .. 43
313 PwversusNP . . . . ..o 41
3.2 NP-Vollstandigkeit . . . . . . . .. . ... 48
3.3  Weitere NP-vollstandige Probleme . . . . . . . . . ... ... ... ... 61
3.4 Ausblick . . . ... 63}



4 Approximationsalgorithmen

4.1 Traveling Salesman Problem

4.1.1 Nichtapproximierbarkeit und starke NP-Schwere
4.1.2 Metrisches TSP

4.1.3 Christofides-Algorithmus

(i55
(of6!
66f

(6fs)

Bitte senden Sie Hinweise auf Fehler im Skript und Verbesserungsvorschlage an die

E-Mail-Adresse roeglin@cs.uni-bonn.de.

1



Kapitel

Einleitung

Wir haben im vergangenen Semester effiziente Algorithmen zur Losung einer Vielzahl
von Problemen entworfen. In dieser Vorlesung werden wir die Grenzen der Algorithmik
kennenlernen und uns damit beschéaftigen, fiir welche Probleme es keine effizienten
Algorithmen gibt und welche iiberhaupt nicht algorithmisch gelost werden konnen.

Wir starten mit einer Einfiihrung in die Berechenbarkeitstheorie. Dieses Teilgebiet der
theoretischen Informatik ist der Frage gewidmet, welche Probleme nicht durch Al-
gorithmen in endlicher Zeit gelost werden kénnen und zwar unabhéngig davon, wie
leistungsfahig unsere Rechner in der Zukunft auch sein mogen. Die Existenz solcher
unberechenbaren Probleme ist uns bereits aus der Vorlesung ,,Logik und diskrete Struk-
turen® bekannt. Wir haben dort jedoch kein konkretes nicht berechenbares Problem
angegeben, sondern nur ausgenutzt, dass die Menge der Funktionen tiberabzéhlbar
ist, wahrend es nur abzahlbar unendlich viele Programme gibt. Dieses Ergebnis lésst
die Moglichkeit offen, dass alle in der Praxis relevanten Probleme algorithmisch gelost
werden kénnen und nicht berechenbare Probleme im Informatik-Alltag keine Rolle
spielen.

Wir werden jedoch am Beispiel des Halteproblems demonstrieren, dass es auch ausge-
sprochen wichtige Probleme gibt, die nicht berechenbar sind. Bei diesem Problem soll
fiir ein gegebenes Programm entschieden werden, ob es nach endlich vielen Schritten
terminiert. Zur Verifikation der Korrektheit von Programmen wére es hilfreich, einen
Compiler zu haben, der bei nicht terminierenden Programmen eine Warnung ausgibt.
Wir werden beweisen, dass es einen solchen Compiler nicht geben kann, da das Hal-
teproblem nicht berechenbar ist. AnschlieBend werden wir Techniken kennenlernen,
mit deren Hilfe man auch fiir viele weitere Probleme nachweisen kann, dass sie nicht
berechenbar sind.

Im zweiten Teil der Vorlesung werden wir uns mit Komplexitdtstheorie beschéftigen. In
diesem Teilgebiet der theoretischen Informatik geht es um die Frage, welche Ressourcen
notwendig sind, um bestimmte Probleme zu l6sen. Wir konzentrieren uns insbesondere
auf die Ressource Rechenzeit, denn fiir praktische Anwendungen ist die Laufzeit eines
Algorithmus oft von entscheidender Bedeutung. Wer mochte schon einen Tag oder gar
mehrere Jahre auf die Ausgabe seines Navigationsgerates warten? Leider gibt es eine
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ganze Reihe von Problemen, die zwar berechenbar sind, fiir die es aber vermutlich
keine effizienten Algorithmen gibt. Ein solches Problem, das in vielen logistischen
Anwendungen eine Rolle spielt, ist das Problem des Handlungsreisenden, bei dem eine
Landkarte mit mehreren Stadten gegeben ist und die kiirzeste Rundreise durch diese
Stadte gesucht wird.

Das Problem des Handlungsreisenden gehort wie viele andere natiirliche Probleme zu
der Klasse der NP-schweren Probleme. Man vermutet, dass es fiir diese Probleme kei-
ne effizienten Algorithmen gibt. Diese sogenannte P # NP-Vermutung ist bis heute
unbewiesen und eines der grofiten ungelosten Probleme der Mathematik und der theo-
retischen Informatik. Wir werden besprechen, was diese Vermutung genau besagt, und
zahlreiche NP-schwere Probleme kennenlernen.

Zwar werden in dieser Vorlesung hauptséachlich negative Ergebnisse gezeigt, diese ha-
ben aber wichtige Auswirkungen auf die Praxis. Hat man beispielsweise bewiesen,
dass ein Problem nicht effizient gelost werden kann, so ist klar, dass die Suche nach
einem effizienten Algorithmus eingestellt werden kann und dass man stattdessen iiber
Alternativen (Abwandlung des Problems etc.) nachdenken sollte. Aufilerdem beruhen
Kryptosysteme auf der Annahme, dass gewisse Probleme nicht effizient gelost wer-
den konnen. Ware es beispielsweise moglich, grofle Zahlen effizient zu faktorisieren,
so ware RSA kein sicheres Kryptosystem. In diesem Sinne kénnen also auch negative
Ergebnisse gute Nachrichten sein.

Zum Abschluss der Vorlesung werden wir uns mit Approzimationsalgorithmen beschéf-
tigen. Trifft die P # NP-Vermutung zu, so konnen NP-schwere Probleme nicht effizient
gelost werden. Fiir solche Probleme ist es deshalb oft sinnvoll, die Anforderungen zu
reduzieren und statt nach einer optimalen nur noch nach einer moglichst guten Losung
zu suchen. Ein r-Approximationsalgorithmus ist ein effizienter Algorithmus, der fiir je-
de Eingabe eine Losung berechnet, die hochstens um den Faktor r schlechter ist als die
optimale Losung. Ein 2-Approximationsalgorithmus fiir das Problem des Handlungs-
reisenden ist also beispielsweise ein Algorithmus, der stets eine Rundreise berechnet,
die hochstens doppelt so lang ist wie die kiirzeste Rundreise. Wir werden fiir einige
NP-schwere Probleme Approximationsalgorithmen entwerfen und die Grenzen dieses
Ansatzes diskutieren.

Es gibt zahlreiche Biicher und Skripte, in denen die Inhalte dieser Vorlesung nachge-
lesen werden kénnen (z. B. [I), 2, 4]). Diese Vorlesung orientiert sich insbesondere an
dem Buch von Ingo Wegener [7] und dem Skript von Berthold Vécking [6].

1.1 Probleme und Funktionen

Wir haben bereits im letzten Semester diskutiert, dass ein Algorithmus eine Hand-
lungsvorschrift ist, mit der Eingaben in Ausgaben transformiert werden kénnen. Diese
Handlungsvorschrift muss so prazise formuliert sein, dass sie von einem Computer aus-
gefiihrt werden kann. Unter einem Problem verstehen wir informell den gewtinschten
Zusammenhang zwischen der Eingabe und der Ausgabe. Beim Sortierproblem besteht
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die Eingabe beispielsweise aus einer Menge von Zahlen und die gewtinschte Ausgabe
ist eine aufsteigend sortierte Permutation dieser Zahlen.

Um den Begriff | Problem“ zu formalisieren, gehen wir davon aus, dass (wie bei der
Betrachtung von formalen Sprachen) eine beliebige endliche Menge ¥ gegeben ist, die
wir Alphabet nennen. Die Eingaben und Ausgaben sind als Zeichenketten tiber diesem
Alphabet codiert. Denkt man an reale Rechner, so ergibt die Wahl ¥ = {0, 1} natiirlich
Sinn. Fir theoretische Betrachtungen ist es aber manchmal hilfreich (wenngleich nicht
notwendig) Alphabete mit mehr als zwei Zeichen zu betrachten. Wenn nicht explizit
anders erwahnt, so gehen wir in dieser Vorlesung stets davon aus, dass {0, 1} C ¥ gilt.
Wie iiblich bezeichnen wir mit ¥* die Menge aller Zeichenketten endlicher Lénge, die
sich iiber dem Alphabet X bilden lassen. Dazu gehort insbesondere das leere Wort e
der Lénge 0. Fur ein Wort w € ¥* bezeichnen wir mit |w| seine Lange. Auerdem
bezeichnet w? das gespiegelte Wort, das heifit fir w = w, ... w, ist w? = w, ... w;.

Unter einem Problem verstehen wir eine Relation R C ¥* x ¥* mit der Eigenschaft,
dass es fiir jede Eingabe x € ¥* mindestens eine Ausgabe y € ¥* mit (z,y) € R gibt.
Gibt es zu jeder Eingabe eine eindeutige Ausgabe, so konnen wir das Problem auch als
Funktion f: ¥* — ¥* beschreiben, die jeder Eingabe z € ¥* ihre Ausgabe f(x) € ¥*
zuweist. Ein Algorithmus [dst ein Problem, das durch eine Relation R beschrieben
wird, wenn er zu jeder Eingabe x € ¥* eine Ausgabe y € ¥* mit (x,y) € R produziert.
Ein Algorithmus 16st ein Problem, das durch eine Funktion f beschrieben wird, wenn
er zu jeder Eingabe x € ¥* die Ausgabe f(z) produziert. Wir sagen dann auch, dass
der Algorithmus die Funktion f berechnet.

Wir legen ein besonderes Augenmerk auf Funktionen der Form f: 3* — {0,1}. Eine
solche Funktion beschreibt ein sogenanntes Entscheidungsproblem, da fiir eine Ein-
gabe x € ¥* nur entschieden werden muss, ob f(x) = 0 oder f(z) = 1 gilt. Eine
Sprache iber dem Alphabet ¥ ist eine Teilmenge von X*. Zwischen Entscheidungspro-
blemen und Sprachen existiert eine eineindeutige Beziehung. Jedes Entscheidungspro-
blem f: ¥* — {0,1} kann als Sprache Ly = {z € ¥* | f(z) = 1} aufgefasst werden.
Ebenso kann jede Sprache L C ¥* als Funktion fr,: ¥* — {0, 1} mit

fu(x) 1 fallsz e L
€Tr) =
g 0 fallszéL

aufgefasst werden. Die Funktion f; heifit die charakteristische Funktion der Sprache L.

Wir betrachten nun einige Beispiele fiir Probleme. In diesen Beispielen und im
weiteren Verlauf der Vorlesung bezeichnen wir die Bindrdarstellung einer Zahl n €
Ny ohne fithrende Nullen mit bin(n) und wir bezeichnen mit val(z) € Ny die Zahl,
die durch = € {0,1}* bindr codiert wird. Erlauben wir in der Binédrdarstellung
fithrende Nullen, so ist val(x) fiir jede Zeichenkette = € {0, 1}* eindeutig bestimmt.

e Das Problem, eine natiirliche Zahl in Bindrdarstellung zu quadrieren, lasst
sich sowohl durch die Funktion f: {0,1}* — {0,1}* mit f(z) = bin(val(z)?)

als auch durch die Relation

R = {(z,y) | val(y) = val(z)?} C ©* x ©*
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beschreiben. Obwohl beides sinnvolle Modellierungen desselben Problems
sind, sind sie formal nicht ganz identisch. Um dies einzusehen, betrachten
wir einen Algorithmus, der das Quadrat der Eingabe korrekt berechnet, bi-
nar codiert ausgibt und an die Ausgabe zusétzlich noch eine fiithrende Null
anfligt. Dieser Algorithmus 16st das Problem, das durch die Relation R be-
schrieben wird, er berechnet aber nicht die Funktion f.

e Das Problem, einen Primfaktor einer natiirlichen Zahl zu bestimmen, lasst
sich nicht als Funktion beschreiben, da es zu manchen Eingaben mehrere
mogliche Ausgaben gibt. Stattdessen kann es aber durch die Relation

R = {(x,y) | val(y) ist eine Primzahl, die val(x) teilt} C ¥* x ¥~

beschrieben werden.

e Wir betrachten als nachstes das Problem, fiir einen ungerichteten Gra-
phen G = (V, E) zu entscheiden, ob er zusammenhéngend ist oder nicht.
Um dieses Problem formal beschreiben zu kénnen, miissen wir zunachst fest-
legen, wie der Graph G codiert wird. Dazu gibt es zahlreiche Moglichkei-
ten. Wir entscheiden uns dafiir, ihn als Adjazenzmatrix darzustellen, wo-
bei wir die Zeilen dieser Matrix nacheinander schreiben. Fiir einen Graphen
mit n Knoten besitzt diese Darstellung eine Lange von n?. Somit codieren
genau solche Eingaben z € {0,1}* einen Graphen, deren Lange |z| eine
Quadratzahl ist. Ist |z| eine Quadratzahl, so bezeichnen wir mit G(z) den
durch x codierten Graphen. Wir konnen das Zusammenhangsproblem als
Funktion f: {0,1}* — {0,1} mit

f(z) 1 falls |z| = n? fir ein n € N und G(z) ist zusammenhéngend
xr) =
0 sonst

modellieren. Diese Funktion gibt den Wert 1 aus, wenn die Eingabe einen
zusammenhéangenden Graphen codiert, und den Wert 0, wenn die Eingabe
entweder syntaktisch nicht korrekt ist oder einen nicht zusammenhéngenden
Graphen codiert. Dies konnen wir auch als Sprache

L= {x €{0,1}* | |2| = n? fiir ein n € N und G(z) ist zusammenhéngend}

ausdriicken.

Der Leser moge sich als Ubung fiir einige weitere Probleme aus dem letzten Semes-
ter iiberlegen, wie sie formal als Funktion oder Relation beschrieben werden koénnen.

Auflerdem sollte er sich tiberlegen, warum es keine echte Einschrankung ist, nur das
Alphabet ¥ = {0, 1} zu betrachten.
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1.2 Rechnermodelle

Bereits im vergangenen Semester haben wir gesehen, dass zum Entwurf und zur Ana-
lyse von Algorithmen ein Rechnermodell benétigt wird. Dabei handelt es sich um ein
formales Modell, das festlegt, welche Operationen ein Algorithmus ausfithren darf und
welche Ressourcen (insbesondere welche Rechenzeit) er fiir diese Operationen benotigt.
Wir haben das Modell der Registermaschine kennengelernt, das in etwa dieselben Ope-
rationen bietet wie eine rudimentére Assemblersprache. Wir haben uns dann davon
iiberzeugt, dass Registermaschinen das Verhalten realer Rechner gut abbilden, und
deshalb fiir die allermeisten Anwendungen ein verniinftiges Rechnermodell darstellen.

In dieser Vorlesung werden wir jedoch stattdessen das Modell der Turingmaschine
zugrunde legen. Dieses hat auf den ersten Blick deutlich weniger mit realen Rechnern
gemein als Registermaschinen, es ist daftir aber strukturell einfacher und erleichtert
deshalb die theoretischen Betrachtungen. Wir werden sehen, dass Turingmaschinen
trotz ihrer Einfachheit genauso méchtig sind wie Registermaschinen. Damit sind auch
Turingmaschinen ein gutes Modell fiir reale Rechner, auch wenn man das anhand ihrer
Definition nicht direkt erkennen kann.

Nachdem wir das Modell der Turingmaschine eingefithrt haben, werden wir die Church-
Turing-These diskutieren. Diese These besagt, dass eine Turingmaschine alle Funktio-
nen berechnen kann, die ,,intuitiv berechenbar* sind. Diese These kann prinzipiell nicht
bewiesen werden, da der Begriff ,intuitiv berechenbar® nicht formal definiert ist. Eine
formalere Variante dieser These, die zwar prinzipiell beweisbar, aber noch unbewie-
sen ist, lautet wie folgt: Die Gesetze der Physik erlauben es nicht, eine Maschine zu
konstruieren, die eine Funktion berechnet, die nicht auch von einer Turingmaschine
berechnet werden kann.

1.2.1 Turingmaschinen

Informell kann man eine Turingmaschine als einen endlichen Automaten beschreiben,
der mit einem Band mit unendlich vielen Speicherzellen ausgestattet ist. In jeder Zelle
des Bandes steht eins von endlich vielen Zeichen. Dabei bezeichne I' die endliche Menge
von moglichen Zeichen und [0 € T sei das Leerzeichen. Wie ein endlicher Automat
befindet sich auch eine Turingmaschine zu jedem Zeitpunkt in einem von endlich vielen
Zustanden, wobei wir die endliche Zustandsmenge wieder mit () bezeichnen.

Dariiber hinaus besitzt eine Turingmaschine einen Lese-/Schreibkopf, der zu jedem
Zeitpunkt auf einer Zelle des Bandes steht und das dort gespeicherte Zeichen liest.
Basierend auf dem gelesenen Zeichen und ihrem aktuellen Zustand kann die Turing-
maschine in einem Rechenschritt das Zeichen an der aktuellen Kopfposition andern,
in einen anderen Zustand wechseln und den Kopf um eine Position nach links oder
rechts verschieben. Zu Beginn befindet sich die Eingabe auf dem Band, der Kopf steht
auf dem ersten Zeichen der Eingabe (oder auf einem Leerzeichen, wenn die Eingabe
das leere Wort ¢ ist), alle Zellen links und rechts von der Eingabe enthalten das Leer-
zeichen [ und die Turingmaschine befindet sich im Startzustand ¢y € (). Die Eingabe
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ist dabei keine Zeichenkette aus I'*, sondern aus ¥* fiir ein Eingabealphabet ¥ C T"
mit [J ¢ 3.

Die Turingmaschine fithrt solange Rechenschritte der oben beschriebenen Form durch,
bis sie einen bestimmten Endzustand ¢ € @ erreicht hat. Bezeichne w; € I" beim
Erreichen des Endzustandes ¢ den Inhalt von Zelle ¢ und sei 5 € Z die Kopfposition zu
diesem Zeitpunkt. Dann ist die Zeichenkette w, ... w,_1 € X* die Ausgabe, wobei k > j
den eindeutigen Index bezeichne, fiir den w;, ..., wy_1 € X und wy € I' \ ¥ gilt. Die
Ausgabe ist also die Zeichenkette aus ¥*, die an der aktuellen Kopfposition beginnt
und nach rechts durch das erste Zeichen aus I' \ ¥ beschrankt ist.

Genauso wie bei endlichen Automaten sind die Rechenschritte einer Turingmaschi-
ne durch eine Zustandsiiberfithrungsfunktion § bestimmt. Diese erhélt als Eingaben
den aktuellen Zustand und das Zeichen an der aktuellen Kopfposition und liefert als
Ausgaben den neuen Zustand, das Zeichen, durch das das Zeichen an der Kopfposition
ersetzt werden soll, und ein Element aus der Menge {L, N, R}, das angibt, ob der Kopf
an der aktuellen Position stehen bleiben soll (N), eine Position nach links (L) oder
eine Position nach rechts (R) verschoben werden soll. Formal handelt es sich dabei um
eine Funktion §: (Q \ {¢}) xI' = Q x ' x {L, N, R}.

Definition 1.1. Eine Turingmaschine (TM) M ist ein 7-Tupel (Q,%,T',0, o, q, ),
das aus den folgenden Komponenten besteht.

Q, die Zustandsmenge, ist eine endliche Menge von Zustinden.

¥ D {0,1}, das Eingabealphabet, ist eine endliche Menge von Zeichen.

e [' O ¥, das Bandalphabet, ist eine endliche Menge von Zeichen.

O e I'\ X ist das Leerzeichen.

qo € @ 1ist der Startzustand.

q ist der Endzustand.
d: (Q\{q}) xT'— Q xT'x {L, N, R} ist die Zustandsiiberfithrungsfunktion.

Abbildung zeigt exemplarisch die Rechenschritte einer Turingmaschine. Die Ein-
gabe ist das Wort 1001 € »*, welches links und rechts von Leerzeichen umschlossen
ist. Der Kopf steht zu Beginn auf dem ersten Zeichen der Eingabe und die Turing-
maschine befindet sich im Startzustand qy. Die Zustandsiiberfiihrungsfunktion § gibt
vor, dass im Zustand gy beim Lesen des Zeichens 1 in den Zustand ¢ gewechselt wird,
das Zeichen 1 geschrieben wird und der Kopf um eine Position nach rechts bewegt
wird. Im zweiten Schritt wird in Zustand ¢ das Zeichen 0 gelesen, was geméfl § da-
zu fihrt, dass in den Zustand ¢’ gewechselt, das Zeichen 1 geschrieben und der Kopf
um eine Position nach rechts bewegt wird. Im dritten und letzten Schritt wird das
Zeichen 0 im Zustand ¢’ gelesen, was geméfl 0 dazu fithrt, dass in den Endzustand ¢
gewechselt, das Zeichen 0 geschrieben und der Kopf nicht bewegt wird. Die Ausgabe
der Turingmaschine ist in diesem Beispiel das Wort 01 € X*.
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Mit jeder Turingmaschine M kann man eine Funk-
tion fyr: X* — X* U {L} assoziieren, die fir jede
Eingabe w € X* angibt, welche Ausgabe fy(w)
die Turingmaschine bei dieser Eingabe produziert.
In dem gerade besprochenen Beispiel gilt folg-
lich fy(1001) = 01. Erreicht die Turingmaschi-
ne M bei einer Eingabe w den Endzustand ¢ nicht
nach endlich vielen Schritten, so sagen wir, dass sie
bei Eingabe w nicht hélt (oder nicht terminiert),
und wir definieren fy;(w) =1. Wir sagen, dass die
Turingmaschine M die Funktion fy; berechnet.

Definition 1.2. Fine Funktion f: >* — 3* heifit
berechenbar (oder rekursiv'), wenn es eine Tu-
ringmaschine M mit fy; = f gibt. Eine solche
Turingmaschine terminiert insbesondere auf jeder
Eingabe.

Wenn wir das Verhalten einer Turingmaschine be-
schreiben oder analysieren, so sprechen wir im Fol-
genden oft von der Konfiguration einer Turingma-
schine. Darunter verstehen wir zu einem Zeitpunkt
die aktuelle Kombination aus Bandinhalt, Kopfpo-
sition und Zustand.

~[ol1folof1[B]-

(5(q07 1) = (q7 17 R)

~[ol1fofof1][B]-

8(¢,0) = (¢, 1, R)

Solififef1[o]-

5(¢,0) = (3,0, )

Solififef1[o]-

Abbildung 1.1: Beispiel fiir eine
Turingmaschine

Wir betrachten ein Beispiel fiir eine Turingmaschine M = (@, %, 1,00, g0, ¢, 6). Es
sei @ = {q,q,---,¢,q}, ¥ = {0,1} und ' = {0, 1, #,0}. Die Zustandstiiber-
fithrungsfunktion ¢ ist in der folgenden Tabelle dargestellt. Diese enthéalt an zwei
Stellen das Symbol —, da die entsprechenden Kombinationen von Zustand und
Zeichen nicht auftreten kénnen (wie wir weiter unten argumentieren werden). For-
mal kénnte man dort ein beliebiges Tripel aus @ x I' x {L, N, R} einsetzen, um die
Tabelle zu vervollstandigen.

qo0 q1 q2 q3 q4 qs
0| (90,0, R) (q2,%,N) (92,0, R) (g3,0,R) (¢s,0,L) (g,0,N)
1 (qO71>R) (Q3,#,N) (Q2?17R) (Q371>R) (q4>17L) ((jalaN)
i — (g, #.L) (q2.#. R) (¢3,#.R) (a1,#,N) (¢5,0,R)
O (g, # N) (¢5,0,R) (92,0,N) (g4,1,N) — (¢,0,N)

Um zu verstehen, welche Funktion diese Turingmaschine berechnet, kann man sich
zunachst ihr Verhalten auf einigen Beispielen anschauen. Diese kann man entweder
von Hand durchgehen oder man schreibt ein Programm, mit dem man Turingma-
schinen simulieren kann. Insbesondere Letzteres sei dem Leser als Ubung empfoh-
len. Wir kénnen aber auch versuchen, direkt zu verstehen, was die Turingmaschine

LAuf den ersten Blick hat das Wort ,rekursiv® in diesem Kontext nichts mit dem normalen Ge-

brauch dieses Wortes in der Informatik zu tun. Die Bezeichnung stammt von einer alternativen
Charakterisierung berechenbarer Funktionen, die wir in dieser Vorlesung nicht besprechen werden.
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in den einzelnen Zustdnden macht. Die folgenden Eigenschaften kénnen wir direkt
aus der Zustandsiiberfiihrungsfunktion ablesen.

qo: M schiebt den Kopf rechts bis zum Ende der Eingabe (ohne den Bandinhalt
dabei zu verdndern) und schreibt anschlieBend rechts neben die Eingabe das
Zeichen #. Danach wird in den Zustand ¢; gewechselt und Zustand ¢y wird
nie wieder erreicht.

q1: M schiebt den Kopf nach links, solange an der aktuellen Position das Zei-
chen # steht. Das weitere Vorgehen ist abhéngig vom ersten Zeichen un-
gleich #, das erreicht wird. Ist es 0 oder 1, so wird es durch # ersetzt und
in den Zustand ¢o bzw. g3 gewechselt. Ist es ein Leerzeichen, so wird in den
Zustand g5 gewechselt.

q2: M schiebt den Kopf nach rechts bis zum ersten Leerzeichen, welches sie
durch 0 ersetzt. Anschlielend wechselt sie in den Zustand gy.

q3: M schiebt den Kopf nach rechts bis zum ersten Leerzeichen, welches sie
durch 1 ersetzt. Anschlielend wechselt sie in den Zustand gy.

qs: M schiebt den Kopf nach links bis sie das erste Mal das Zeichen # erreicht.
Dann wechselt sie in den Zustand ¢;.

qs: M schiebt den Kopf nach rechts, bis sie das erste Zeichen ungleich # erreicht.
Alle Rauten, die sie dabei sieht, werden durch Leerzeichen ersetzt. Danach
terminiert M.

Nun koénnen wir einen Schritt weitergehen und uns iiberlegen, was aus diesen Ei-
genschaften folgt. Dazu betrachten wir das Verhalten der Turingmaschine M, wenn
ihr Bandinhalt von der Form xa#...#y fir z,y € {0,1}* und a € {0, 1} ist, der
Kopf auf der Raute am weitesten rechts steht und die TM sich im Zustand ¢; befin-
det. Diese Konfiguration erreicht M wenn sie von ¢ in den Zustand ¢; wechselt (zu
diesem Zeitpunkt entspricht xa noch der Eingabe, y ist das leere Wort und genau
eine Raute steht auf dem Band). In den folgenden Abbildungen ist das Verhalten
der Turingmaschine M in dieser Konfiguration dargestellt (links fir ¢ = 0 und
rechts fiir a = 1). Dabei ist nicht jeder einzelne Schritt eingezeichnet, sondern nur
diejenigen, in denen Zustandswechsel erfolgen.
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q1 Q1
xl...;pno#...##yl...ymm xl...xnl#...##yl...ymm
q1 q1
xl...xno#...##yl...ymm xl...xnl#...##yl...ymm

q2 g3
T xn## ##yl e Ym [ T xn## ##yl s Ym O

qz g3
T xn## ##yl e Ym O T xn## ##yl < Ym O
44 g4

xl...xn##...##yl Ym0 xlxn####yl coo W 1|
q q

xl...xn##...#?ﬁyl Ym0 xlxn####iyl ooo W 1l
q q

xlxn####yl Ym0 xlxn####yl e Ym 1

Nach den dargestellten Schritten befindet sich die Turingmaschine wieder in fast
derselben Konfiguration wie zu Beginn. Der einzige Unterschied ist, dass der Band-
inhalt nun von der Form x+# ... #ya ist. Das heifit, der letzte Buchstabe auf der
linken Seite wurde an die rechte Seite angehéngt. Dies wird solange wiederholt, bis
die linke Seite leer ist. Anschlieend werden die Rauten im Zustand g5 geloscht.
Danach steht der Kopf auf dem ersten Zeichen der rechten Seite und die Turingma-
schine terminiert. Aus diesen Uberlegungen folgt, dass M die Funktion f(w) = w®
berechnet. Sie dreht also die Eingabe um.

Der Leser sollte als Ubung Turingmaschinen fiir andere einfache Probleme entwerfen.
Nattirlich ist es nicht Sinn und Zweck dieser Vorlesung, zu lernen, wie man Turing-
maschinen konstruiert. Es wird vermutlich nur sehr wenigen Spafl machen, eine Tu-
ringmaschine fiir das Zusammenhangsproblem oder andere nicht triviale Probleme zu
konstruieren (auch wenn dies moglich wére). Das Spielen mit dem Modell der Tu-
ringmaschine dient an dieser Stelle dazu, ein Gefiihl dafiir zu entwickeln, wie méchtig
Turingmaschinen sind und wie man prinzipiell damit Probleme 16sen und Funktionen
berechnen kann.

Wir passen Definition nun noch an Entscheidungsprobleme und Sprachen an. Bei
einem solchen Problem besteht die Ausgabe immer aus genau einem Zeichen (0 oder 1),
weshalb uns nur das Zeichen interessiert, das am Ende der Berechnung an der Kopf-
position steht. Dies ist in folgender Definition formalisiert.

Definition 1.3. Eine Turingmaschine M akzeptiert (oder verwirft) eine Eingabe w €
¥*, wenn sie bei Eingabe w terminiert und ein Wort ausgibt, das mit 1 (bzw. 0) beginnt.

FEine Turingmaschine M entscheidet eine Sprache L C ¥*, wenn sie jedes Wort w € L
akzeptiert und jedes Wort w € ¥*\ L verwirtft.

FEine Sprache L C {0,1}* heifst entscheidbar oder rekursiv, wenn es eine Turingma-
schine M gibt, die L entscheidet. Wir sagen dann, dass M eine Turingmaschine fiir die
Sprache L ist. Fine solche Turingmaschine terminiert insbesondere auf jeder Eingabe.
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Wir betrachten als Beispiel eine Turingmaschine M = (@, >, I',, o, ¢, 0) mit Q =
{90, q1,9,q}, ¥ ={0,1} und I' = {0,1,0}. Die Zustandstberfiihrungsfunktion §
ist in der folgenden Tabelle dargestellt.

‘ do q1 a2
0 (qlaoa R) (Q1,0,R) (Q1707R)
1 (QO>17R) (QQvlaR) (q(]?l?R)
O (6707]\7) (6707]\[) (@LN)

Man beobachtet zunéchst leicht, dass die Turingmaschine in jedem Schritt, in dem
sie nicht in den Endzustand wechselt, den Kopf nach rechts bewegt und den Band-
inhalt nicht &ndert. Die Turingmaschine terminiert, sobald sie das erste Leerzeichen
(also das Ende der Eingabe) erreicht hat. Die Turingmaschine verhélt sich also wie
ein endlicher Automat, der die Eingabe Zeichen fiir Zeichen von links nach rechts
liest und dabei Zustandstibergénge durchfiithrt. Sie akzeptiert die Eingabe genau
dann, wenn sie das erste Leerzeichen im Zustand ¢, erreicht. Ansonsten verwirft sie
die Eingabe. Betrachtet man die Zustandsiibergéinge, so sieht man, dass Zustand g
genau dann erreicht wird, wenn der bisher gelesene Teil der Eingabe mit 01 endet.
Daraus folgt insgesamt, dass die Turingmaschine M genau die Worter akzeptiert,
die mit 01 enden. Alle anderen Worter verwirft sie.

Das Modell der Turingmaschine wurde bereits 1937 von dem britischen Mathemati-
ker Alan Turing eingefiihrt [5]. Turing geht in dieser wegweisenden Arbeit der Frage
nach, welche Funktionen f: N — {0,1} von Computern berechnet werden kénnen.
Allerdings hatte der Begriff ,Computer* damals eine andere Bedeutung als heute.
Man verstand darunter einen Menschen, der mathematische Berechnungen geméf fes-
ter Regeln durchfiihrt, also gewissermaflen einen Menschen, der einen Algorithmus von
Hand durchfiihrt. Solche menschlichen Computer wurden einige Jahrhunderte lang fiir
aufwendige Berechnungen in Wissenschaften wie beispielsweise der Astronomie einge-
setzt. Letztlich spielt es bei der Frage, welche Funktionen durch Algorithmen berechnet
werden konnen, aber keine Rolle, ob die Algorithmen von einem Menschen oder einem
elektronischen Computer ausgefithrt werden.

Techniken zum Entwurf von Turingmaschinen

Um ein besseres Gefiihl dafiir zu bekommen, wie man prinzipiell Turingmaschinen fiir
nicht triviale Probleme entwerfen kann, ist es hilfreich, sich zu iiberlegen, wie man
grundlegende Programmiertechniken auf Turingmaschinen anwenden kann.

1. Eine Variable, die Werte aus einer endlichen Menge annehmen kann, kann in
der Zustandsmenge einer Turingmaschine gespeichert werden. Mochte man bei-
spielsweise eine Variable realisieren, die fiir ein festes £ € N Werte aus der Men-
ge {0,...,k} annehmen kann, so kann man die Zustandsmenge @) zu der Men-
ge Q' = Q x{0,...,k} erweitern. Ein Zustand aus )’ ist dann ein Paar (¢, a),
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wobei ¢ € @ den eigentlichen Zustand der Turingmaschine beschreibt und a €
{0,...,k} den Wert der Variablen. Die Zustandsiiberfihrungsfunktion kann die-
sen Wert berticksichtigten und ihn gegebenenfalls &ndern. Es ist allerdings wich-
tig, dass k konstant ist, da die erweiterte Zustandsmenge )" endlich sein muss.
Das bedeutet insbesondere, dass wir die Variable nicht dazu einsetzen konnen,
um zum Beispiel die Léinge der Eingabe zu speichern. Analog kénnen auch end-
lich viele Variablen mit endlichen Wertebereichen realisiert werden.

2. Oft ist es hilfreich, wenn das Band der Turingmaschine aus verschiedenen Spuren
besteht. Das bedeutet, in jeder Zelle stehen k Zeichen aus I, die alle gleichzeitig
in einem Schritt gelesen und geschrieben werden. Ist k& € N eine Konstante, so
kann dies dadurch realisiert werden, dass das Bandalphabet I' zu IV = X U T'*
erweitert wird. Dies ist fiir endliches I' und endliches k£ eine endliche Menge.
Die Zustandstiberfithrungsfunktion kann dann entsprechend angepasst werden
und in jedem Schritt die k& Zeichen verarbeiten, die sich an der aktuellen Kopf-
position befinden. Wir werden im Folgenden ein Zeichen a € ¥ mit dem Ele-
ment (a,J,0,...,0) € T'* identifizieren.

Um den Sinn von mehreren Spuren und das Abstraktionsniveau, auf dem wir
zukinftig Turingmaschinen beschreiben wollen, zu verdeutlichen, betrachten wir
das Problem, zwei gegebene Zahlen in Bindrdarstellung zu addieren. Sei > =
{0,1,#} das Eingabealphabet und sei bin(z)#bin(y) fir x € N und y € N eine
Eingabe. Die Aufgabe ist es, bin(x +vy) zu berechnen. Dazu konstruieren wir eine
Turingmaschine mit drei Spuren und dem Bandalphabet

0 1 0 1
r=201,#00 |, 1o, 1],....]1
0 0 0 1

Die Turingmaschine arbeitet in mehreren Phasen. In der ersten Phase verschiebt
sie die Binardarstellungen bin(z) und bin(y) so, dass sie auf den ersten beiden
Spuren rechtsbiindig untereinander stehen (ggf. mit fithrenden Nullen, wenn die
Darstellungen nicht dieselbe Lénge haben). Die Eingabe 10141100 wird in dieser
Phase beispielsweise in den Bandinhalt

iiberfithrt. In der zweiten Phase geht die Turingmaschine die Bits von rechts nach
links durch und fithrt die Addition bitweise nach der Schulmethode durch. Das
Ergebnis wird dabei auf die dritte Spur geschrieben. Tritt in einem Schritt ein
Ubertrag auf, so merkt die Turingmaschine sich dies im Zustand. In dem obigen
Beispiel ergibt sich nach dieser Phase der Bandinhalt

0 0 1 0 1
Ul o 1 1 0 0o [04...
1 0 0 0 1
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In der dritten Phase wird das Ergebnis zuriick in das (einspurige) Eingabeal-
phabet ¥ iibersetzt. Dabei werden die Inhalte der ersten beiden Spuren geloscht
und nur der Inhalt der dritten Spur bleibt erhalten.

3. Mithilfe mehrerer Spuren koénnen auch Variablen realisiert werden, die beliebig
viele Zustdnde annehmen koénnen. Diese konnen nicht mehr in den Zustand co-
diert werden, sondern sie miissen auf dem Band gespeichert werden. Man kénnte
zum Beispiel fiir jede Variable eine Spur benutzen oder mehrere durch Trennzei-
chen getrennte Variablen auf derselben Spur abspeichern.

4. Mit etwas Aufwand kann man beim Entwurf von Turingmaschinen auch Unter-
programme einsetzen. Dazu kann man beispielsweise fiir jedes Unterprogramm
eine Teilmenge von Zustanden auszeichnen, die ausschliellich in diesem Unter-
programm angenommen werden. Ebenso kann man beim Aufruf eines Unterpro-
gramms einen separaten (beispielsweise weit rechts liegenden) Speicherbereich
auf dem Band reservieren, in dem die Berechnungen des Unterprogramms erfol-
gen. Es konnen dabei einige technische Probleme auftreten. Gentigt der reser-
vierte Speicherbereich beispielsweise nicht, so muss er gegebenenfalls verschoben
werden. Ebenso muss ein Aufrufstack verwaltet werden. All dies ist moglich, aber
relativ komplex und wenig elegant. Wir wollen die Diskussion hier nicht weiter
vertiefen. Fiir die weiteren Betrachtungen ist lediglich wichtig zu wissen, dass
Unterprogramme prinzipiell realisiert werden kénnen.

5. Auch koénnen for- und while-Schleifen in Turingmaschinen realisiert werden. Eine
solche Schleife haben wir bereits implizit in der obigen Turingmaschine gesehen,
die bei Eingabe w das gespiegelte Wort w berechnet. Letztendlich kann man
Schleifen aber auch als eine spezielle Art von Unterprogramm auffassen, sodass
sie genauso wie andere Unterprogramme realisiert werden konnen.

Turingmaschinen mit mehreren Bandern

Wir haben oben bereits diskutiert, dass Turingmaschinen mit mehreren Spuren durch
eine einfache Anpassung des Bandalphabets simuliert werden konnen. Diese Maschinen
besitzen aber weiterhin nur einen Lese-/Schreibkopf, der die k Zeichen unter der ak-
tuellen Kopfposition gleichzeitig verarbeiten kann. Nun gehen wir einen Schritt weiter
und betrachten Turingmaschinen mit einer konstanten Anzahl an Béndern. Bei diesen
Maschinen besitzt jedes Band seinen eigenen Lese-/Schreibkopf, der unabhéngig von
den anderen Kopfen bewegt werden kann.

Eine k-Band- Turingmaschine M ist ein 7-Tupel (Q, X, T, 0, qo, G, 9), bei dem die ersten
sechs Komponenten die gleiche Bedeutung haben wie in Definition Die Zustands-
iiberfithrungsfunktion ¢ ist von der Form

§: (Q\{q}) xI'" = Q@ xI'" x {L, N, R}".

Sie erhalt als Eingabe den aktuellen Zustand und die k Zeichen, die sich an den ak-
tuellen Kopfpositionen befinden. Als Ausgabe liefert sie den Nachfolgezustand, die k
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Zeichen, durch die die alten ersetzt werden sollen, und die Bewegungen der k& Kop-
fe. Das erste Band fungiert dabei wie bei einer normalen Turingmaschine als Ein-
/Ausgabeband. Die anderen Béndern sind initial leer. Eine 1-Band-Turingmaschine
ist somit identisch zu einer normalen Turingmaschine geméf Definition [1.1]

Da sich die Kopfe unabhéngig bewegen konnen, erscheint eine einfache Simulation
durch eine 1-Band-Turingmaschine nicht ohne Weiteres moglich zu sein. Wir werden
nun aber beweisen, dass k-Band-Turingmaschinen stets durch normale Turingmaschi-
nen simuliert werden kénnen, wobei allerdings ein gewisser Zeitverlust auftritt. Um
dies quantifizieren zu konnen, definieren wir die Begriffe Rechenzeit und Platzbedarf
zunéchst formal.

Definition 1.4. Es sei M eine k-Band-Turingmaschine. Die Rechenzeit ty;(w) von M
auf Eingabe w ist die Anzahl an Zustandsibergingen, die M bei Fingabe w bis zur Ter-
manierung durchfihrt. Terminiert M nicht auf w, so ist die Rechenzeit unendlich. Der
Platzbedarf sy, (w) von M auf Eingabe w ist die Anzahl (summiert iiber alle Binder)
an verschiedenen Zellen, auf denen sich im Laufe der Rechnung mindestens einmal
ein Lese-/Schreibkopf befunden hat. Terminiert M nicht, so kann der Platzbedarf un-
endlich sein.

Die Rechenzeit ty(n) von M auf Eingaben der Lange n € N ist die mazimale Rechen-
zeit, die bei Fingaben der Linge n auftritt, also ty(n) = maxyesn ty(w). Analog ist
der Platzbedarf sy, (n) von M auf Eingaben der Lange n als sy;(n) = maxyesn $pr(w)
definiert.

Nun werden wir sehen, wie man k-Band-Turingmaschinen durch 1-Band-Turingma-
schinen simulieren kann.

Theorem 1.5. Eine k-Band Turingmaschine M mit Rechenzeit t(n) und Platzbe-
darf s(n) kann durch eine 1-Band-Turingmaschine M' mit Rechenzeit O(t(n)?) und
Platzbedarf O(s(n)) simuliert werden.

Beweis. Die Turingmaschine M’ simuliert die Turingmaschine M Schritt fiir Schritt
und verwendet dafiir 2k Spuren. Nach der Simulation des t-ten Rechenschrittes von M
durch M’ mit t € Ny sind die folgenden Invarianten erfillt.

1. Die ungeraden Spuren 1,3, ...,2k — 1 enthalten den Inhalt der £ Bander von M.

2. Auf den geraden Spuren 2,4, ..., 2k sind die Kopfpositionen von M mit dem Zei-
chen # markiert (Spur 2i enthélt die Markierung fiir die Kopfposition auf Band 4
von M). Alle anderen Zellen auf diesen Béndern enthalten das Leerzeichen.

3. Der Kopf von M’ steht an der linkesten Position, die auf einem der geraden
Bander mit # markiert ist.

Die Spuren konnen in konstanter Zeit initialisiert werden. Dazu muss lediglich das
Zeichen # an der aktuellen Position (die zu Beginn dem ersten Zeichen der Eingabe
entspricht) auf alle geraden Spuren geschrieben werden. Um nun einen Rechenschritt
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von M zu simulieren, geht M’ wie folgt vor. Sie schiebt den Kopf solange nach rechts,
bis sie alle k& Markierungen # gesehen hat. Dabei merkt sie sich im Zustand, wel-
che k Zeichen sich an den aktuellen Kopfpositionen befinden. Nachdem sie die letzte
Markierung erreicht und alle k£ Zeichen gelesen hat, wertet sie die Zustandstiiberfiih-
rungsfunktion von M aus und merkt sich im Zustand den neuen Zustand von M,
durch welche Zeichen die k Zeichen an den Kopfpositionen ersetzt werden sollen und
wie die Kopfe sich bewegen sollen. Anschlieend schiebt sie den Kopf wieder nach
links zuriick und &dndert dabei den Bandinhalt an den markierten Positionen und ver-
schiebt die Markierungen entsprechend den Bewegungen von M. Sie stoppt, sobald sie
alle £ Markierungen gesehen und den Rechenschritt von M komplett simuliert hat.
Danach ist die Invariante wieder hergestellt. Der Leser mache sich noch einmal klar,
dass M’ sich bei dieser Konstruktion nur konstant viele Informationen im Zustand
merken muss.

Die Anzahl Schritte, die M’ bendtigt, um einen Schritt von M zu simulieren, ist
proportional zu dem Abstand, den die beiden Markierungen am weitesten links und
am weitesten rechts voneinander haben, da M’ diese Entfernung zweimal zuriicklegen
muss. Da die Laufzeit von M durch ¢(n) beschrankt ist, konnen diese beiden Mar-
kierungen zu jedem Zeitpunkt um maximal 2¢(n) viele Positionen auseinander liegen
(schlimmstenfalls geht ein Kopf von M in jedem Schritt nach links und ein anderer
geht in jedem Schritt nach rechts). Jeder einzelne der t(n) vielen Schritte kann somit in
Zeit O(t(n)) simuliert werden, woraus direkt die behauptete Rechenzeit von O(t(n)?)
folgt. Dass der Platzbedarf von M’ in derselben Groflenordnung wie der von M liegt,
folgt direkt daraus, dass M’ nur dann eine Zelle besucht, wenn M auf einem seiner
Béander ebenfalls diese Zelle besucht. O

1.2.2 Registermaschinen

Wir haben uns bereits im letzten Semester mit dem Modell der Registermaschine be-
schéiftigt, das an eine rudimentédre Assemblersprache erinnert, die auf die wesentlichen
Befehle reduziert wurde. In diesem Modell steht als Speicher eine unbegrenzte An-
zahl an Registern zur Verfligung, die jeweils eine natiirliche Zahl enthalten und auf
denen grundlegende arithmetische Operationen durchgefiihrt werden konnen. Die In-
halte zweier Register konnen addiert, subtrahiert, multipliziert und dividiert werden.
Ebenso kénnen Registerinhalte kopiert werden und Register konnen mit Konstanten
belegt werden. Dariiber hinaus unterstiitzen Registermaschinen unbedingte Sprung-
operationen (GOTO) und bedingte Sprungoperationen (IF), wobei als Bedingung nur
getestet werden darf, ob ein Register kleiner, gleich oder grofer als ein anderes Register
ist.

Formal besteht ein Registermaschinenprogramm aus einer endlichen durchnummerier-
ten Folge von Befehlen, deren Syntax in Tabelle zusammengefasst ist. Wird ein
solches Programm ausgefiihrt, so wird ein Befehlszahler b verwaltet, der angibt, welcher
Befehl als nachstes ausgefiihrt werden soll. Zu Beginn wird b = 1 gesetzt. Jeder Befehl
dndert den Befehlszahler (ist es kein Sprungbefehl, so wird b lediglich um eins erhoht)
und gegebenenfalls den Inhalt der Register. Wir bezeichnen mit ¢(0), ¢(1), ¢(2),... die
Inhalte der Register. Dabei gilt stets ¢(i) € Ny. Zu Beginn steht in dem Register ¢(0)
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’ Syntax \ Zustandsédnderung \ Anderung von b
LOAD i c(0) := ¢(i) b:=b+1
CLOAD i c(0) :=1 b:=0+1
INDLOAD ¢ c(0) := c(e(i)) b:=0+1
STORE i c(i) == ¢(0 b:=0+1
INDSTORE ¢ c(c(i)) == ¢(0) b:=>b+1
ADD i c(0) == ¢(0) + c(4) b:=b+1
CADD i c(0) :=¢(0) +1 b:=b+1
INDADD i c(0) = ¢(0) + c(e(i)) | b:=b+1
SUB ¢ c(0) == ¢(0) — ¢(7) b:=b+1
CSUB i c(0) :==¢(0) — ¢ b:=b+1
INDSUB ¢ c(0) :==¢c(0) —c(c(i)) | b:=b+1
MULT i c(0) == ¢(0) - () b:=b+1
CMULT + c(0) :=¢(0) -4 b:=b+1
INDMULT i c(0) :==¢(0) - c(c(i)) |b:=b+1
DIV i c(0) == |e(0)/c(d)] b:=b+1
CDIV i c(0) :== |¢(0)/1] b:=b+1
INDDIV i c(0) := |e(0)/c(c(@))] | b:=b+1
GOTO j - b:=j
_ . | jfallsc(0) ==
IF ¢(0) =2 GOTO j | - b= b+ 1 sonst
: J jfallsc(0) <
IF ¢(0) <z GOTO j | - b:= b+ 1 sonst
. | jfallsc(0) <=z
IF ¢(0) <z GOTO j | - b:= b+ 1 sonst
END Ende der Rechnung | -

Tabelle 1.1: Syntax und Semantik der Befehle einer Registermaschine

die Eingabe und fiir alle anderen Register gilt ¢(i) = 0. Die Ausgabe findet sich am
Ende der Rechnung ebenfalls in Register ¢(0). In Tabelle|1.1]ist auch die Semantik der
einzelnen Befehle aufgefiihrt.

In einer Registermaschine kann jedes Register eine beliebig grofie natiirliche Zahl ent-
halten. Im letzten Semester haben wir das uniforme Kostenmafl zugrunde gelegt, bei
dem die Ausfithrung jedes Befehls unabhéngig von der Grofle der Zahlen eine Zeitein-
heit benotigt. Werden in den Registern grofie Zahlen gespeichert, so ist es realistischer
das logarithmische Kostenmajf§ einzusetzen. Bei diesem ist die Laufzeit eines Befehls
proportional zu der Lange der Zahlen in den angesprochenen Registern in Binardarstel-
lung. Die Laufzeit eines Befehl ist also proportional zum Logarithmus der beteiligten
Zahlen.

Analog zu Definition interessiert uns auch bei Registermaschinen die Laufzeit in
Abhéngigkeit von der Eingabegrofie. Diese messen wir im logarithmischen Kostenmaf3
durch die Lénge der Bindrdarstellung der Eingabe in Register ¢(0). Wir nennen eine
Registermaschine im logarithmischen Kostenmafl ¢(n)-zeitbeschrankt, wenn die Lauf-
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zeit im logarithmischen Kostenmafl fiir jedes n € N und jede Eingabe mit n Bits
durch t(n) beschrankt ist.

Um die Machtigkeit des Modells der Turingmaschine zu verdeutlichen, zeigen wir nun,
dass Registermaschinen durch Turingmaschinen simuliert werden kénnen und anders-
herum. Da wir Registermaschinen bereits im letzten Semester als realistisches Modell
realer Rechner akzeptiert haben, bedeutet dies, dass auch Turingmaschinen ein realis-
tisches Modell darstellen.

Theorem 1.6. Jede im logarithmischen Kostenmaf t(n)-zeitbeschrinkte Registerma-
schine kann durch eine Turingmaschine simuliert werden, deren Rechenzeit O(q(n +
t(n))) fir ein Polynom q betrdgt.

Wir werden das Theorem nicht beweisen. Der Beweis ist zwar nicht schwer, aber wenig
erhellend. Man kann dazu eine Turingmaschine mit 2-Bandern konstruieren, die fiir
jede Zeile des Registermaschinenprogramms ein Unterprogramm enthélt. Die Unter-
programme werden dabei auf dem ersten Band ausgefiihrt, wihrend das zweite Band
die Inhalte der Register in Binardarstellung enthalt. Die Turingmaschine simuliert
dann Schritt fiir Schritt das Verhalten der Registermaschine. Die genaue Konstrukti-
on dieser Turingmaschine ist allerdings sehr technisch.

Theorem sagt nicht nur, dass jede Registermaschine durch eine Turingmaschine
simuliert werden kann, sondern auch, dass die Laufzeit der entsprechenden Turing-
maschine nur polynomiell grofer ist als die der Registermaschine. Insbesondere ist
die Laufzeit der Turingmaschine polynomiell, wenn die Laufzeit der Registermaschi-
ne polynomiell ist. Um dies einzusehen, nehmen wir an, dass die Laufzeit ¢(n) der
Registermaschine ein Polynom vom Grad d > 1 ist. Laut dem Theorem existiert ein
Polynom ¢, dessen Grad wir mit d* bezeichnen, fiir das die Rechenzeit der Turingma-
schine durch O(g(n—+t(n))) = O(q(t(n))) = O(g(n?)) = O(n®") beschrinkt ist. Damit
ist auch die Laufzeit der Turingmaschine durch ein Polynom beschrankt.

Wir werden spéter in dieser Vorlesung noch ausfiihrlich iiber die Bedeutung polyno-
mieller Laufzeit sprechen. An dieser Stelle sollte der Leser die Erkenntnis mitnehmen,
dass jedes Problem, das von einer Registermaschine im logarithmischen Kostenmaf in
polynomieller Zeit gelost werden kann, auch von einer Turingmaschine in polynomieller
Zeit gelost werden.

Auch umgekehrt kann jede Turingmaschine mit polynomiellem Zeitverlust durch eine
Registermaschine im logarithmischen Kostenmafl simuliert werden kann.

Theorem 1.7. Jede Turingmaschine, deren Rechenzeit durch t(n) beschrinkt ist, kann
durch eine im logarithmischen Kostenmafl O((t(n) 4+ n)log(t(n) + n))-zeitbeschrankte
Registermaschine simuliert werden.

Zusammen implizieren die Theoreme und [1.7, dass die Klasse der von Turing-
maschinen berechenbaren Funktionen und die Klasse der von Registermaschinen be-
rechenbaren Funktionen tibereinstimmen. Dartiber hinaus sind sogar die Rechenzei-
ten bis auf polynomielle Faktoren vergleichbar. Etwas praziser formuliert besagen die
Theoreme, dass die Klasse der von Turingmaschinen in polynomieller Zeit berechen-
baren Funktionen und die Klasse der von Registermaschinen in polynomieller Zeit
berechenbaren Funktionen tibereinstimmen.



1.2. Rechnermodelle 17

1.2.3 Die Church-Turing-These

In Definition haben wir festgelegt, dass eine Funktion berechenbar ist, wenn es
eine Turingmaschine gibt, die zu jeder Eingabe in endlich vielen Schritten die durch
die Funktion beschriebene Ausgabe liefert. Der Begriff der Berechenbarkeit ist dem-
nach zunachst an das Modell der Turingmaschine gekoppelt. Dies ist uns aber nicht
allgemein genug, denn haben wir fiir eine Funktion nachgewiesen, dass sie nicht be-
rechenbar ist, so wére es zunéchst ja durchaus denkbar, dass sie zwar nicht von einer
Turingmaschine, aber von einem Java- oder C++-Programm berechnet werden kann.
Geht auch dies nicht, so kann man die Funktion vielleicht mithilfe anderer Hardware
(Quantencomputer, Analogrechner, etc.) berechnen. Falls dies wirklich der Fall wére,
so wéare ein Begriff der Berechenbarkeit, der sich wie Definition nur auf Turingma-
schinen stiitzt, nicht besonders interessant.

Tatséchlich haben wir aber bereits in Theorem gesehen, dass Registermaschinen
nicht méchtiger sind als Turingmaschinen. Registermaschinen wiederum sind ein rea-
listisches Modell fiir heutige reale Rechner (unabhéngig von der benutzten Program-
miersprache). Ist eine Funktion also auf einem realen Rechner berechenbar, so ist sie
auch auf einer Registermaschine und damit auch auf einer Turingmaschine berechen-
bar. Andersherum formuliert, kann eine Funktion, die nicht von einer Turingmaschine
berechnet werden kann, auch von keinem heutigen realen Rechner berechnet werden.

Dartiber hinaus gibt es neben Turingmaschinen und Registermaschinen eine ganze Rei-
he von weiteren theoretischen Modellen, mit denen man versucht hat, den Begriff der
Berechenbarkeit zu formalisieren (WHILE-Programme, p-rekursive Funktionen, etc.).
Diese Modelle wurden unabhéngig voneinander entworfen, es hat sich aber im Nach-
hinein herausgestellt, dass sie alle zur selben Klasse von berechenbaren Funktionen
fithren. Dies sind starke Indizien fiir die Vermutung, dass alle Funktionen, die man auf
irgendeine algorithmische Art berechnen kann, auch von Turingmaschinen berechnet
werden konnen. Dies ist die sogenannte Church-Turing-These.

These 1.8 (Church-Turing-These). Alle ,intuitiv berechenbaren Funktionen kénnen
von Turingmaschinen berechnet werden.

Diese These ist prinzipiell nicht beweisbar, da der Begriff ,intuitiv berechenbar® nicht
formal definiert ist. Eine formalere Variante dieser These, die zwar prinzipiell beweis-
bar, aber noch unbewiesen ist, lautet wie folgt.

These 1.9 (Physikalische Church-Turing-These). Die Gesetze der Physik erlauben es
nicht, eine Maschine zu konstruieren, die eine Funktion berechnet, die nicht auch von
einer Turingmaschine berechnet werden kann.

Auch fiir diese These gibt es eine ganze Reihe von Indizien. Beispielsweise weifl man,
dass weder mit Quantencomputern noch mit Analogrechnern Funktionen berechnet
werden konnen, die man nicht auch mit einer Turingmaschine berechnen kann. Tat-
séchlich gibt es mittlerweile unter dem Stichwort ,,unconventional computing® ein gan-
zes Kuriositatenkabinett an physikalischen, biologischen und chemischen Modellen,
mit denen Berechnungen durchgefiihrt werden kénnen. Keines der bekannten Modelle
widerspricht jedoch der oben formulierten physikalischen Church-Turing-These.



Kapitel

Berechenbarkeitstheorie

In diesem Kapitel weisen wir fiir das Halteproblem nach, dass es nicht entscheidbar ist.
Der Beweis beruht auf der Existenz einer sogenannten universellen Turingmaschine.
Dabei handelt es sich um eine Turingmaschine, die beliebige andere Turingmaschinen
simulieren kann. Sie erhalt als Eingabe die Codierung einer Turingmaschine M und
ein Wort w und simuliert das Verhalten von M auf w.

Die Existenz einer solchen universellen Turingmaschine ist bei genauer Betrachtung
nicht besonders schwierig nachzuweisen. Sie ist aber von zentraler Bedeutung, denn sie
besagt, dass man bei Turingmaschinen genauso wie bei realen Rechnern die Hardware
vom auszufiihrenden Programmcode trennen kann. Bei der universellen Turingmaschi-
ne handelt es sich um einen programmierbaren Rechner, der mit derselben Hardware
beliebige Programme ausfithren kann. Denkt man an heutige Rechner, so ist diese
Eigenschaft natiirlich eine Selbstverstédndlichkeit. Im Jahre 1936 als Alan Turing sei-
ne revolutionare Arbeit schrieb und das Modell der Turingmaschine eingefiihrt hat,
gab es allerdings nur festverdrahtete Rechner fiir bestimmte Aufgaben und die Von-
Neumann-Architektur war noch unbekannt.

Ist erstmal fiir eine Sprache A C Y* nachgewiesen, dass sie nicht entscheidbar ist,
so kann die Unentscheidbarkeit weiterer Sprachen durch Reduktionen gezeigt werden.
Sei beispielsweise B C Y* eine Sprache, deren Unentscheidbarkeit wir nachweisen
wollen. Unter einer Reduktion von A auf B verstehen wir eine Turingmaschine zur
Losung von A, die eine (hypothetische) Turingmaschine zur Lésung von B als Unter-
programm einsetzt. Existiert eine solche Reduktion und eine Turingmaschine, die B
entscheidet, so kann folglich auch A entschieden werden. Da A aber laut Vorausset-
zung nicht entscheidbar ist, folgt aus der Reduktion mit einem Widerspruchsbeweis,
dass auch B nicht entscheidbar sein kann. Wir nutzen dies aus, indem wir zunachst die
Unentscheidbarkeit einer speziell fir diesen Zweck konstruierten kiinstlichen Sprache
nachweisen und anschlieBend mithilfe von Reduktionen nachweisen, dass das Halte-
problem und andere interessante Probleme nicht entscheidbar sind.

Zum Schluss dieses Kapitels lernen wir noch eine Abstufung innerhalb der Klasse der
nicht entscheidbaren Sprachen kennen. Wir nennen eine Sprache L rekursiv aufzdhlbar
oder semi-entscheidbar, wenn es eine Turingmaschine gibt, die alle Eingaben =z € L

18
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akzeptiert und Eingaben x ¢ L entweder verwirft oder nicht auf ihnen terminiert. Wir
werden kurz diskutieren, warum diese Klasse interessant ist und welcher Zusammen-
hang zu den entscheidbaren Sprachen besteht.

Bevor wir uns formal mit der Berechenbarkeitstheorie beschéftigen, zeigen wir, dass
es nicht nur fir die Informatik sondern auch fiir die Mathematik weitreichende und
unglaubwiirdige Konsequenzen héatte, wenn das Halteproblem entscheidbar ware. Dazu
betrachten wir den folgenden an Java angelehnten Pseudocode.

void main() {
int n = 4;
while (true) {
boolean foundPrimes = false;
for (int p = 2; p < n; p++) {
if (prime (p) && prime (n-p)) foundPrimes = true;
}
if (!foundPrimes) return;
n=n+ 2;
}
}

Wir gehen davon aus, dass die Methode prime fiir eine gegebene Zahl entscheidet, ob
sie eine Primzahl ist oder nicht. Weiterhin gehen wir davon aus, dass n und p beliebig
grofe Werte annehmen konnen, ohne dass Uberldufe auftreten. Dies kann in Java
beispielsweise durch die Verwendung der Klasse java.math.BigInteger erreicht
werden. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit haben wir aber auf die Verwendung dieser
Klasse verzichtet. In der while-Schleife wird iiber alle geraden Zahlen n = 4,6,8, ...
grofer als zwei iteriert, solange bis in einer Iteration die Abbruchbedingung greift. Man
sieht leicht, dass das Programm genau dann terminiert, wenn eine Zahl n erreicht wird,
die sich nicht als Summe zweier Primzahlen schreiben ldsst. Zusammengefasst lasst sich
also Folgendes sagen.

Beobachtung 2.1. Das obige Programm terminiert genau dann, wenn es eine gerade
Zahl gréfler als zwet gibt, die sich nicht als Summe zweier Primzahlen schreiben ldsst.

In der Vorlesung ,,Logik und diskrete Strukturen® haben wir bereits die Goldbachsche
Vermutung kennengelernt, die besagt, dass sich jede gerade Zahl grofier als zwei als
Summe zweier Primzahlen schreiben lasst. Diese Vermutung ist trotz intensiver Be-
mithungen zahlreicher Mathematiker bis heute unbewiesen. Hatten wir einen Compiler
zur Hand, der uns sagen konnte, ob das obige Programm terminiert, so konnten wir
damit einfach die Goldbachsche Vermutung entscheiden: Terminiert das Programm,
so ist die Goldbachsche Vermutung falsch, ansonsten ist sie korrekt.

2.1 Entwurf einer universellen Turingmaschine

In diesem Abschnitt entwerfen wir eine universelle Turingmaschine. Wir betrachten
der Einfachheit halber nur Turingmaschinen mit dem Eingabealphabet ¥ = {0,1}
und dem Bandalphabet I' = {0,1,0}, was (wie oben bereits erwéhnt) keine echte
Einschrankung ist. Eine universelle Turingmaschine erhalt als Eingabe eine Zeichen-
kette der Form (M)w, wobei (M) € {0,1}* die Codierung einer Turingmaschine M
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und w € {0, 1}* eine beliebige Zeichenkette ist. Die universelle Turingmaschine simu-
liert bei dieser Eingabe das Verhalten der Turingmaschine M auf der Eingabe w. Das
heiflt, sie terminiert auf der Eingabe (M)w genau dann, wenn die Turingmaschine M
auf der Eingabe w terminiert, und sie akzeptiert (verwirft) die Eingabe (M)w genau
dann, wenn M die Eingabe w akzeptiert (verwirft).

Wir miissen zunéchst festlegen, wie die Codierung (M) einer Turingmaschine M aus-
sehen soll. Eine solche Codierung nennen wir auch Goédelnummerierung (nach dem
Mathematiker Kurt Godel) und es gibt eine Vielzahl an Méglichkeiten, wie sie reali-
siert werden kann.

Definition 2.2. FEine injektive Abbildung der Menge aller Turingmaschinen in die
Menge {0,1}* heifit Godelnummerierung. Fir eine feste Gaodelnummerierung bezeich-
nen wir mit (M) € {0,1}* die Godelnummer der Turingmaschine M, also die Zei-
chenkette, auf die M gemdfl der Godelnummerierung abgebildet wird.

Fine Gédelnummerierung heif$t préafixfrei, wenn kein echtes Prifix (Anfangsstick) ei-
ner Gaodelnummer (M) selbst eine giltige Géodelnummer ist.

Die Prafixfreiheit garantiert, dass wir bei einer Zeichenkette der Form (M)w stets
eindeutig entscheiden konnen, an welcher Stelle die Gédelnummer authért und das
Wort w beginnt. Wir geben nun noch eine konkrete préifixfreie Godelnummerierung
an und bezeichnen mit G die Menge aller giiltigen Gédelnummern in dieser Numme-
rierung. Sprechen wir im Folgenden von der Godelnummer einer Turingmaschine, so
bezieht sich das immer auf diese konkrete Gédelnummerierung. Die Préfixfreiheit folgt
direkt aus der Tatsache, dass jede giltige Godelnummer in unserer Nummerierung mit
der Zeichenkette 111 endet und die Zeichenkette 111 an keiner anderen Stelle in einer
Godelnummer vorkommt.

Es sei eine Turingmaschine M = (Q, %, T',0, ¢1, g2, 0) gegeben, deren Komponenten
die folgende Form haben.

o EsseiQ={q,q,...,q} fureint > 2.
e Essel ¥={X;,Xo}und ' =X U {X3} fiir X1 =0, Xo =1 und X3 ="0.

e Es sei ¢; der Startzustand und ¢y der Endzustand.

Wir nummerieren die drei méglichen Kopfbewegungen und setzen Dy = L, Dy = N
und D3 = R. Einen Ubergang 0(q;, X;) = (qx, X¢, Dyy) codieren wir mit der Zeichen-
kette 0°10710¥10°10™. Die Zustandsiiberfithrungsfunktion besteht aus 3(t — 1) vielen
solchen Ubergingen (jeweils drei fiir jeden Zustand ungleich ¢), deren Codierungen
wir mit code(1), ..., code(3(t — 1)) bezeichnen. Die Gédelnummer von M ist dann

(M) = 11code(1) 11code(2) 11 ... 11 code(3(t — 1)) 111.

Theorem 2.3. Es existiert eine universelle Turingmaschine U, die auf jeder Einga-
be der Form (M)w € {0,1}* das Verhalten der Turingmaschine M auf der Einga-
be w € {0,1}* simuliert. Die Rechenzeit von U auf der Eingabe (M)w ist nur um
einen konstanten Faktor (das heif$t in diesem Kontezt, dass der Faktor nur von M,
nicht aber von w abhdngt) gréfler als die Rechenzeit von M auf der Eingabe w.
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Beweis. Wir konstruieren die universelle Turingmaschine U als 3-Band-Turingmaschi-
ne. Dies geniigt zum Beweis des Theorems, da wir gemafi Theorem jede 3-Band-
Turingmaschine durch eine normale 1-Band-Turingmaschine simulieren koénnen. Zu
Beginn steht die Eingabe (M)w auf dem ersten Band. Zunéachst schreibt U die Go-
delnummer (M) auf das zweite Band und 16scht sie vom ersten. Auf dem ersten Band
steht dann nur noch das Wort w und der Kopf befindet sich auf dem ersten Zeichen
von w. Auf das dritte Band schreibt U eine Codierung des Startzustandes. Wir codie-
ren dabei den Zustand ¢; als 0°. Das bedeutet, zu Beginn befindet sich auf Band 3 die
Zeichenkette 0, da ¢; der Startzustand ist. Fiir jede gegebene Turingmaschine M kann
diese Initialisierung in konstanter Zeit (d.h. unabhéngig von w) durchgefithrt werden.

Die universelle Turingmaschine U simuliert nun Schritt fiir Schritt die Berechnung
von M auf w. Dabei werden die drei Bander stets die folgenden Inhalte enthalten.

e Band 1 enthalt den Bandinhalt von M nach den bereits simulierten Schritten.
Die Kopfposition auf Band 1 stimmt ebenfalls mit der von M tiberein.

e Band 2 enthélt die Gédelnummer (M).

e Band 3 codiert den Zustand von M nach den bereits simulieren Schritten. Ist
dies ¢;, so enthilt Band 3 die Zeichenkette 07, die links und rechts von Leerzeichen
eingeschlossen ist.

Zur Simulation eines Schrittes von M sucht U auf Band 2 nach einem passenden
Ubergang. Das bedeutet, U sucht nach der Zeichenkette 110?107, wobei ¢; der aktuell
auf Band 3 codierte Zustand sei und X; das Zeichen, das sich auf Band 1 an der
Kopfposition befindet. Findet die universelle Turingmaschine eine entsprechende Zei-
chenfolge auf Band 2, so kann sie entsprechend der oben beschriebenen Codierung den
Ubergang 6(gi, X;) = (qx, X¢, Dy) rekonstruieren. Sie kann dann dementsprechend
das Zeichen an der Kopfposition auf Band 1 durch X, ersetzen, den Kopf von Band 1
gemif D,, bewegen und den Inhalt von Band 3 durch 0* ersetzen.

Die universelle Turingmaschine simuliert auf die oben beschriebene Art und Weise
Schritt fiir Schritt das Verhalten der Turingmaschine M, solange bis der Endzustand g
erreicht wird. Da die Ausgabe bei einer Mehrbandmaschine auf dem ersten Band zu
finden ist, stimmen die Ausgaben von U auf (M)w und von M auf w iiberein.

Die beschriebene universelle Turingmaschine benétigt fiir die Simulation eines Schrit-
tes von M nur eine konstante Anzahl an Schritten (also eine Anzahl, die zwar ab-
héngig von M nicht jedoch von w ist). Bei der Simulation der beschriebenen 3-Band-
Turingmaschine durch eine normale 1-Band-Turingmaschine geméfl Theorem han-
deln wir uns einen quadratischen Zeitverlust ein. Dieser kann vermieden werden, indem
die universelle Turingmaschine von vornherein als 3-Spur-Turingmaschine konstruiert
wird, bei der die Spuren dieselben Aufgaben erfiillen wie die Béander in der oben be-
schriebenen Konstruktion. Bei dieser Konstruktion muss darauf geachtet werden, dass
die Inhalte der Spuren 2 und 3, die zu jedem Zeitpunkt nur eine konstante Lange ha-
ben, mit dem Kopf der Turingmaschine mitverschoben werden. Auf die Details dieser
Konstruktion werden wir hier allerdings nicht eingehen. [
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2.2 Die Unentscheidbarkeit des Halteproblems

Wir werden in diesem Abschnitt das Halteproblem formal definieren und nachweisen,
dass es nicht entscheidbar ist. Dazu werden wir die Technik der Diagonalisierung ein-
setzen, mit der wir bereits in der Vorlesung , Logik und diskrete Strukturen® gezeigt
haben, dass die Menge der reellen Zahlen tiberabzahlbar ist. Anstatt diese Technik
direkt auf das Halteproblem anzuwenden, werden wir zunéchst eine Hilfssprache (die
Diagonalsprache) definieren, fiir die mithilfe von Diagonalisierung leicht nachgewiesen
werden kann, dass sie nicht entscheidbar ist. Dann werden wir durch eine Reduktion
zeigen, dass aus der Unentscheidbarkeit der Diagonalsprache auch die des Haltepro-
blems folgt.

Fir die folgenden Betrachtungen ist es niitzlich, eine Ordnung auf den Wortern aus
der Menge {0,1}* zu definieren. Fiir zwei Worter z = x1...2, € {0,1}* und y =
y1...y¢ € {0,1} derselben Linge ¢ heifit = lexikographisch kleiner als y, wenn fiir
das erste Zeichen x; bzw. y;, in dem sich die beiden Woérter unterscheiden, z; = 0
und y; = 1 gilt. Etwas formaler ausgedriickt, ist x lexikographisch kleiner als y, wenn
ein Index 7 existiert, fur den xy...2;,_1 = y1...y;—1 sowie x; = 0 und y; = 1 gilt.
Nun kénnen wir die kanonische Ordnung auf der Menge {0, 1}* definieren. In dieser
Ordnung kommt ein Wort z € {0,1}* vor einem Wort y € {0,1}*, wenn |z| < |y| gilt
oder wenn |z| = |y| gilt und x lexikographisch kleiner als y ist. Die ersten Wérter in
der kanonischen Ordnung von {0, 1}* sehen demnach wie folgt aus:

£,0,1,00,01, 10, 11,000,001, 010,011, 100, 101, 110, 111, 0000, . . .

Wir bezeichnen im Rest dieses Abschnittes fur ¢ € N mit w; das Wort aus {0, 1}*, das
in der kanonischen Ordnung an der i-ten Stelle steht. Es gilt also beispielsweise w; = ¢
und ws = 01.

Die kanonische Ordnung tibertragt sich auf natiirliche Art und Weise auf Teilmengen
von {0,1}*. Insbesondere kénnen die Gédelnummern aus G geméaf der kanonischen
Ordnung sortiert werden. Im Rest dieses Abschnittes bezeichne M; fir ¢ € N die
Turingmaschine, deren Gédelnummer (M) in der kanonischen Ordnung der Menge G
an der i-ten Stelle steht.

Fir das weitere Vorgehen ist die genaue Definition der kanonischen Ordnung nicht
von Bedeutung. Letztlich ist nur wichtig, dass wir mithilfe dieser Ordnung sowohl die
Menge aller Worter aus {0,1}* als auch die Menge aller Turingmaschinen in einer
festen Reihenfolge nummeriert haben (formal haben wir diese Mengen bijektiv auf
die Menge der natiirlichen Zahlen abgebildet). Ferner sollte sich der Leser als Ubung
iiberlegen, dass es moglich ist, fiir ein gegebenes i € N das Wort w; und die Gédelnum-
mer der Turingmaschine M; zu berechnen. Auflerdem ist es moglich fiir ein gegebenes
Wort w € {0,1}* den Index i mit w; = w zu berechnen und fiir eine gegebene Godel-
nummer (M) € G den Index i € N mit M; = M.

Definition 2.4. Die Sprache

D ={w; € {0,1}" | M; akzeptiert w; nicht}
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heiffit Diagonalsprache. Die Diagonalsprache D enthdlt das Wort w;, das in der kano-
nischen Ordnung von {0,1}* an der i-ten Stelle steht, also genau dann, wenn es von
der Turingmaschine M;, deren Gddelnummer in der kanonischen Ordnung von G an
der i-ten Stelle steht, nicht akzeptiert wird.

Die folgende Tabelle zeigt, warum die Diagonalsprache ihren Namen trégt. Jede Spalte
entspricht einem Wort aus {0,1}* und jede Zeile entspricht einer Turingmaschine.
Dabei sind sowohl die Worter aus {0,1}* als auch die Turingmaschinen geméf der
kanonischen Ordnung sortiert. In einer Zelle, die zu einer Turingmaschine M; und
einem Wort w; gehort, steht genau dann eine Eins, wenn M; das Wort w; akzeptiert,
und ansonsten eine Null. Die konkreten Werte in der Tabelle sind fiktiv gewahlt. Ein
Wort w; gehort genau dann zur Diagonalsprache D, wenn auf der Diagonalen in der
Zelle, die zu der Turingmaschine M; und dem Wort w; gehort, eine Null steht. In dem
Beispiel gilt also wy, w3 € D aber wq, wy, ws ¢ D.

w; W2 W3 W4 Wy
MO 1 1 0 1
My | 1 1 0 0 0
Ms| 1 0 0 1 1
My | 1 0 0 1 0
Myl o 1 1 1 1

Theorem 2.5. Die Diagonalsprache D ist nicht entscheidbar.

Beweis. Wir fithren einen Widerspruchsbeweis und gehen davon aus, dass D entscheid-
bar ist. Dann gibt es per Definition eine Turingmaschine M, die D entscheidet. Fiir
alle z € {0,1}* gilt also fy/(x) = 1 genau dann, wenn x € D ist. Da die Godelnum-
mer (M) von M zu der Menge G gehort, gibt es einen Index ¢ € N mit M = M,;.
Das bedeutet, die Turingmaschine, die die Diagonalsprache D entscheidet, kommt in
der Aufzéhlung aller Turingmaschinen geméfl der kanonischen Ordnung an der i-ten
Stelle.

Uns interessiert nun, wie sich die Turingmaschine M = M, auf dem Wort w; verhélt,
das in der Aufzdhlung aller Worter aus {0,1}* geméf der kanonischen Ordnung an
der i-ten Stelle kommt. Dazu unterscheiden wir zwei Félle.

e Gilt w; € D, so akzeptiert M; das Wort w;, da M; die Diagonalsprache D ent-
scheidet. Aus der Definition von D folgt dann aber direkt, dass w; ¢ D gilt.

e Gilt w; ¢ D, so akzeptiert M; das Wort w; nicht, da M; die Diagonalsprache D
entscheidet. Aus der Definition von D folgt dann aber direkt, dass w; € D gilt.

Da wir in beiden Féllen einen Widerspruch erhalten, kann es im Widerspruch zu der
Annahme keine Turingmaschine geben, die die Diagonalsprache entscheidet. O
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Fir den Beweis von Theorem war die spezielle Konstruktion der Diagonalspra-
che entscheidend. Deshalb ist ein solcher direkter Beweis der Unentscheidbarkeit einer
Sprache fiir andere (weniger kiinstliche) Sprachen schwierig. Aus diesem Grunde wer-
den wir alle weiteren Unentscheidbarkeitsresultate mithilfe von Reduktionen zeigen.

Definition 2.6. Die Sprache
H={(M)w| M halt auf w} C {0,1}"
nennen wir Halteproblem®.

Theorem 2.7. Das Halteproblem H ist nicht entscheidbar.

Beweis. Wir reduzieren die Diagonalsprache auf das Halteproblem. Das bedeutet, wir
fithren einen Widerspruchsbeweis und gehen davon aus, dass das Halteproblem H ent-
scheidbar ist. Dann gibt es eine Turingmaschine My, die das Halteproblem entscheidet.
Mithilfe dieser Turingmaschine My konstruieren wir eine Turingmaschine Mp, die die
Diagonalsprache entscheidet. Da es eine solche Turingmaschine laut Theorem nicht
geben kann, haben wir damit die Annahme, dass My existiert, zum Widerspruch ge-
fiihrt.

Die Turingmaschine Mp fithrt auf einer beliebigen Eingabe w € {0,1}* die folgenden
Schritte aus. Wir gehen davon aus, dass die Godelnummer (Mpy) der Turingmaschi-
ne My bekannt ist.

Mp(w)

1 Berechne, welchen Index ¢ € N das Wort w in der kanonischen Ord-
nung von {0, 1}* besitzt. Fiir diesen Index gilt per Definition w; = w.
Berechne die Gédelnummer (M;), die in der kanonischen Ordnung
von G an der i-ten Stelle steht.

2 Simuliere das Verhalten von My auf der Eingabe (M;)w;.

3 if (My akzeptiert (M;)w; nicht)

4 akzeptiere w;

5 else

6 Simuliere das Verhalten von M; auf der Eingabe w;.

7 if (M; akzeptiert w;)

8 verwirf w;

9 else

10 akzeptiere w;

Wir haben bereits bei der Definition der kanonischen Ordnung diskutiert, dass die
Berechnung des Index i und der Gédelnummer (A/;) in Schritt 1 moglich ist. Auch das
Simulieren der Turingmaschine My in Schritt 2 ist kein Problem, da wir bereits in
Abschnitt bei der Diskussion der universellen Turingmaschine beschrieben haben,

'Es wire sprachlich préiziser, H als die Haltesprache zu bezeichnen. Der Name Halteproblem ist
aber geldufiger, weshalb wir ihn auch in dieser Vorlesung verwenden.
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wie eine Turingmaschine eine andere simulieren kann. Da My das Halteproblem ent-
scheidet, terminiert My insbesondere auf jeder Eingabe. Das bedeutet, dass auch die
Simulation in Schritt 2 terminiert. Auch die Simulation von M; auf der Eingabe w; in
Schritt 6 terminiert, da Schritt 6 nur dann erreicht wird, wenn My die Eingabe (M;)w;
akzeptiert, d.h. wenn (M;)w; € H gilt, was per Definition bedeutet, dass M; auf der
Eingabe w; terminiert.

Die folgende Abbildung illustriert noch einmal das Verhalten der Turingmaschine Mp,.

Mp
N MH 1*11}@' Mz Qe > 1
(M;)w; let—1+0
wW—f» >
w; =
Oe > ]

Wir haben oben bereits argumentiert, dass die Turingmaschine Mp auf jeder Eingabe
terminiert. Es bleibt zu zeigen, dass sie die Eingabe w genau dann akzeptiert, wenn w €
D gilt. Sei i € N der Index, der in Schritt 1 berechnet wird. Dann gilt w; = w.

e Gilt w; € D, so akzeptiert die Turingmaschine M; die Eingabe w; nicht (per
Definition von D). In diesem Fall gerdt M; auf der Eingabe w; entweder in eine
Endlosschleife oder M; terminiert und verwirft w;.

— Gerét M; in eine Endlosschleife, so gilt (M;)w; ¢ H (per Definition von H)
und damit akzeptiert My die Eingabe (M;)w; nicht. Dann wird w = w; in
Zeile 4 von Mp akzeptiert.

— Terminiert M; und verwirft w;, so gilt (M;)w; € H und damit wird Zeile 6
erreicht. Da M; die Eingabe w; verwirft, wird w = w; in Zeile 10 akzeptiert.

e Gilt w; ¢ D, so akzeptiert die Turingmaschine M; die Eingabe w; (per Definition
von D). Das bedeutet insbesondere, dass M; auf der Eingabe w; terminiert. Es
wird also Zeile 6 erreicht. Da M; die Eingabe w; akzeptiert, wird w = w; in
Zeile 8 verworfen.

Damit ist der Beweis abgeschlossen, denn wir haben gezeigt, dass Mp jedes Wort w €
D akzeptiert und jedes Wort w ¢ D verwirft. Da es gemafi Theorem die Turing-
maschine Mp nicht geben kann, kann die Annahme, dass eine Turingmaschine My
fiir das Halteproblem H existiert, nicht gelten. O

2.3 Turing- und Many-One-Reduktionen

Wir haben in der Einleitung dieses Kapitels definiert, dass eine Reduktion einer Spra-
che A auf eine Sprache B eine Turingmaschine ist, die die Sprache A mithilfe eines (hy-
pothetischen) Unterprogramms fiir die Sprache B 16st. Diese Art der Reduktion wird in
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der Literatur auch als Turing-Reduktion oder Unterprogrammtechnik bezeichnet. Wir
beschéaftigen uns nun noch mit einer eingeschrankten Klasse von Turing-Reduktionen,
den sogenannten Many-One-Reduktionen.

Definition 2.8. FEine Many-One-Reduktion? einer Sprache A C X% auf eine Spra-
che B C X} ist eine berechenbare Funktion f: 37 — X5 mit der Figenschaft, dass

reA < f(x)eB

fiir alle x € X7 gilt. Fxistiert eine solche Reduktion, so heifit A auf B reduzierbar und
wir schreiben A < B.

Eine Many-One-Reduktion f kann als Spezialfall einer Turing-Reduktion angesehen
werden. Um die Sprache A mithilfe einer hypothetischen Turingmaschine Mp fiir die
Sprache B zu entscheiden, geniigt es, fiir eine gegebene Eingabe x € 37 den Funktions-
wert f(x) € ¥} zu berechnen und dann die Turingmaschine Mg auf der Eingabe f(x)
zu simulieren. Es gilt * € A genau dann, wenn Mp die Eingabe f(z) akzeptiert.
Sei M, die so konstruierte Turingmaschine fiir A und sei M eine Turingmaschine, die
die Funktion f berechnet. Dann kann die Many-One-Reduktion schematisch wie folgt
dargestellt werden.

My
M Mp
o Ly f(z) Qe 0
le—r>1

Im folgenden Theorem halten wir noch einmal die wesentlichen Konsequenzen einer
Reduktion fest.

Theorem 2.9. Es seien A C ¥} und B C X3 zwei Sprachen, fir die A < B gilt. Ist B
entscheidbar, so ist auch A entscheidbar. Ist A nicht entscheidbar, so ist auch B nicht
entscheidbar.

Beweis. Wir haben oben bereits beschrieben, dass man eine Turingmaschine M4 fir
die Sprache A konstruieren kann, wenn A < B gilt und eine Turingmaschine My fiir B
existiert. Damit ist der erste Teil des Theorems bewiesen.

Der zweite Teil folgt mit einem Widerspruchsbeweis direkt aus dem ersten, denn aus
der Annahme, dass B entscheidbar ist, folgt mit A < B direkt, dass auch A entscheid-
bar ist. O]

Intuitiv besagt die Existenz einer Reduktion A < B also, dass die Sprache A hochs-
tens so schwer zu entscheiden ist wie die Sprache B. Wir definieren nun noch einige
Abwandlungen des Halteproblems, deren Unentscheidbarkeit wir durch Reduktionen
nachweisen werden.

2Wir werden den Begriff ,Reduktion® im Folgenden stets im Sinne von Many-One-Reduktion
benutzen. Sprechen wir iiber Turing-Reduktionen, so werden wir dies explizit erwdhnen.
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Definition 2.10. Das spezielle Halteproblem H. sei definiert durch
H. ={(M) | M hdlt aufe} C {0,1}".
Das vollstdndige Halteproblem H,y sei definiert durch
Hy={(M) | M hdilt auf jeder Eingabe aus {0,1}* } C {0,1}".
Die universelle Sprache U sei definiert durch

U= {(Myw | M akzeptiert w} C {0,1}".

Wir beschéftigen uns zunichst nur mit dem speziellen Halteproblem und der univer-
sellen Sprache. Auf das vollstdndige Halteproblem kommen wir spéater im Abschnitt
iiber rekursiv aufzidhlbare Sprachen noch einmal zuriick.

Theorem 2.11. Die universelle Sprache U ist nicht entscheidbar.

Beweis. Wir reduzieren das Halteproblem H auf die universelle Sprache. Dazu konstru-
ieren wir eine Funktion f: {0,1}* — {0,1}*, die Eingaben fiir das Halteproblem H
auf Eingaben fiir die universelle Sprache U abbildet. Ist = € {0,1}* nicht von der
Form (M )w fur eine Turingmaschine M (das heifit, x beginnt nicht mit einer giiltigen
Godelnummer), so sei f(x) = .

Gilt z = (M)w fir eine Turingmaschine M und ein w € {0,1}*, so berechnen wir
die Godelnummer einer Turingmaschine M* mit dem folgenden Verhalten. Die Tu-
ringmaschine M* simuliert das Verhalten von M auf der gegebenen Eingabe Schritt
fiir Schritt, solange bis M terminiert. Anschlielend akzeptiert M* die Eingabe unab-
héngig von der Ausgabe von M. Es sei dann f((M)w) = (M*)w. Die Funktion f ist
berechenbar, da die Turingmaschine M™* fiir gegebenes M leicht konstruiert werden
kann.

Wir miissen nun noch zeigen, dass die oben definierte Funktion f tatséchlich eine
Reduktion von H auf U darstellt. Wir zeigen die beiden zu der Aquivalenz x € H <=
f(x) € U gehorenden Implikationen getrennt.

»,=“ Sei x € H. Dann muss x = (M)w fiir eine Turingmaschine M und ein Wort w €
{0,1}* gelten. Ferner folgt aus © = (M)w € H, dass die Turingmaschine M auf
der Eingabe w halt. Da die Turingmaschine M* das Verhalten von M simuliert,
hélt sie ebenfalls auf der Eingabe w. Per Definition akzeptiert M* jede Eingabe,
auf der sie hilt. Dies bedeutet, dass f(z) = (M*)w € U gilt.

,<=“ Seix ¢ H. Dann ist z entweder nicht von der Form (M)w oder es gilt z = (M)w,
aber die Turingmaschine M hélt nicht auf der Eingabe w. Ist x nicht von der
Form (M)w, so gilt f(z) = x ¢ U. Gilt x = (M)w fir eine Turingmaschi-
ne M, die auf der Eingabe w nicht halt, so halt die Turingmaschine M* ebenfalls
nicht auf der Eingabe w. Das bedeutet, dass sie die Eingabe w nicht akzeptiert,
woraus f(x) = (M*)w ¢ U folgt.
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Damit haben wir gezeigt, dass H < U gilt. Aus den Theoremen [2.7 und 2.9 folgt somit,
dass U nicht entscheidbar ist. O

Der Beweis des nachsten Theorems ist sehr dhnlich zu dem gerade gefithrten Beweis
fiir die Aussage, dass die universelle Sprache U nicht entscheidbar ist. Da Reduktionen
aber ein sehr wichtiges Konzept in der theoretischen Informatik sind, kann es nicht
schaden, ein weiteres Beispiel dafiir zu sehen.

Theorem 2.12. Das spezielle Halteproblem H. ist nicht entscheidbar.

Beweis. Wir reduzieren das Halteproblem H auf das spezielle Halteproblem H.. Dazu
konstruieren wir eine Funktion f: {0,1}* — {0,1}*, die Eingaben fiir das Haltepro-
blem H auf Eingaben fiir das spezielle Halteproblem H. abbildet. Ist x € {0, 1}* nicht
von der Form (M )w fiir eine Turingmaschine M (das heifit, z beginnt nicht mit einer
giltigen Godelnummer), so sei f(x) = x.

Gilt x = (M)w fiir eine Turingmaschine M und ein w € {0,1}*, so berechnen wir
die Godelnummer einer Turingmaschine M} mit dem folgenden Verhalten. Die Tu-
ringmaschine M} 16scht zundchst die Eingabe und ersetzt diese durch w. Anschlie-
Bend simuliert sie das Verhalten von M auf der Eingabe w Schritt fiir Schritt. Es sei
dann f((M)w) = (M}). Die Funktion f ist berechenbar, da die Turingmaschine M}
fiir gegebenes M und w leicht konstruiert werden kann.

Wir miissen nun noch zeigen, dass die oben definierte Funktion f tatséchlich eine
Reduktion von H auf H. darstellt. Wir zeigen die beiden zu der Aquivalenz x €
H <= f(x) € H. gehérenden Implikationen getrennt.

,=“ Sei x € H. Dann muss x = (M)w fiir eine Turingmaschine M und ein Wort w €
{0,1}* gelten. Ferner folgt aus x = (M)w € H, dass die Turingmaschine M auf
der Eingabe w halt. Da die Turingmaschine M} bei jeder Eingabe das Verhalten
von M auf w simuliert, hélt sie bei jeder Eingabe (insbesondere bei der leeren
Eingabe). Dies bedeutet, dass f(x) = (M}) € H. gilt.

,<=“ Seix ¢ H. Dann ist x entweder nicht von der Form (M)w oder es gilt z = (M)w,
aber die Turingmaschine M halt nicht auf der Eingabe w. Ist x nicht von der
Form (M)w, so beginnt z nicht mit der Gédelnummer einer Turingmaschine.
Insbesondere ist x dann auch nicht von der Form (M) fur eine Turingmaschi-
ne M. In diesem Fall gilt f(z) = = ¢ H.. Gilt * = (M)w fir eine Turingma-
schine M, die auf der Eingabe w nicht halt, so hélt die Turingmaschine M}
auf keiner Eingabe (insbesondere nicht auf der leeren Eingabe). Dies bedeutet,
dass f(x) = (M}) ¢ H. gilt.

Damit haben wir gezeigt, dass H < H. gilt. Aus den Theoremen und folgt
somit, dass H, nicht entscheidbar ist. O

Der Leser sollte sich als Ubung iiberlegen, dass die Reduktion von H auf H, im letzten
Beweis auch eine Reduktion von H auf H,j ist und somit auch die Unentscheidbarkeit
von H,; beweist.
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2.4 Der Satz von Rice

Die Tatsache, dass das Halteproblem nicht entscheidbar ist, zeigt bereits, dass eine
automatische Programmverifikation im Allgemeinen nicht méglich ist. In diesem Ab-
schnitt zeigen wir sogar noch ein verscharftes Ergebnis: Fiir keine nicht triviale Menge
von Funktionen kann entschieden werden, ob eine gegebene Turingmaschine eine Funk-
tion aus dieser Menge berechnet. Dieses als Satz von Rice bekannte Resultat werden
wir nun formalisieren und beweisen.

Im Folgenden betrachten wir der Einfachheit halber wieder das Eingabealphabet > =
{0,1}. Es bezeichne

R={f:¥" = X*U{L} |3 Turingmaschine M mit fy; = f}

die Menge aller von Turingmaschinen berechenbaren Funktionen. Fiir eine Teilmen-
ge S C R der berechenbaren Funktionen bezeichnen wir mit

L(S) = {(M) | far € 5}

die Menge der Godelnummern der Turingmaschinen, die eine Funktion aus der Men-
ge S berechnen.

Theorem 2.13 (Satz von Rice). Es sei S C R mit S # (0 und S # R eine Teilmenge
der berechenbaren Funktionen. Dann ist die Sprache L(S) nicht entscheidbar.

Beweis. Sei S C R mit S # () und S # R beliebig. Wir zeigen das Theorem mittels
einer Turing-Reduktion des speziellen Halteproblems H. auf die Sprache L(S). Dazu
konstruieren wir eine Turingmaschine My, die das spezielle Halteproblem H. mithilfe
einer hypothetischen Turingmaschine Mg fiir die Sprache L(S) als Unterprogramm
entscheidet.

Es sei u: ¥* — ¥*U{ L} die tiberall undefinierte Funktion mit u(x) =L fiir alle z € X*.
Die Funktion u gehort zu der Menge R der berechenbaren Funktionen, da sie von jeder
Turingmaschine, die auf keiner Eingabe hélt, berechnet wird. Wir unterscheiden nun
die beiden Félle u € S und u ¢ S.

Zunéachst betrachten wir den Fall uw ¢ S. In diesem Fall sei f # wu eine beliebige
Funktion aus S. Eine solche Funktion existiert, da S nicht leer ist. Sei M eine Turing-
maschine, die f berechnet. Die Turingmaschine My fithrt zunichst eine Uberpriifung
der Syntax der Eingabe w durch. Ist w keine giiltige Gédelnummer, so gilt w ¢ H.
und My, verwirft w direkt. Ansonsten sei w = (M) fiir eine Turingmaschine M. In
diesem Fall konstruiert My, die Godelnummer (M*) einer Turingmaschine M* mit
dem folgenden Verhalten.

Erhalt die Turingmaschine M* eine Eingabe z, so simuliert sie in Phase 1
das Verhalten von M auf der leeren Eingabe . Anschliefend simuliert M*
in Phase 2 die Turingmaschine M auf der Eingabe x und gibt f(x) aus.



30 2. Berechenbarkeitstheorie

Die so konstruierte Turingmaschine M* besitzt die folgende Eigenschaft: Halt M nicht
auf der leeren Eingabe, so héalt M* auf keiner Eingabe und berechnet dementsprechend
die iiberall undefinierte Funktion w. Halt M auf der leeren Eingabe, so erreicht M*
Phase 2 und berechnet die Funktion f.

Nachdem My, die Godelnummer (M*) berechnet hat, simuliert sie das Verhalten
von Mgy auf der Eingabe (M*) und tibernimmt die Ausgabe. Das Verhalten von My,
ist schematisch in der folgenden Abbildung dargestellt.

M, >0
Syntax ()e ML(S)
W—L Check > > Oe > ()
w = <M>?J<M> =y L
1 e

Wir zeigen nun, dass die Turingmaschine My das spezielle Halteproblem H. 16st.

e Sei w € H.. Dann muss w = (M) fir eine Turingmaschine M gelten. Ferner
folgt aus w = (M) € H., dass die Turingmaschine M auf der leeren Eingabe &
hélt. Dies bedeutet geméf der obigen Beobachtung, dass die Turingmaschine M*
die Funktion f berechnet. Wegen f € S bedeutet dies, dass (M*) € L(S) gilt.
Dementsprechend akzeptiert die Turingmaschine M) die Eingabe (M*). Damit
akzeptiert My die Eingabe w.

e Sei w ¢ H.. Dann ist w entweder keine giiltige Godelnummer und wird direkt
von My_ verworfen oder es gilt w = (M) fiir eine Turingmaschine M, die nicht
auf der leeren Eingabe ¢ héalt. Letzteres bedeutet geméafl der obigen Beobach-
tung, dass die Turingmaschine M* die Funktion u berechnet. Wegen u ¢ S
bedeutet dies, dass (M*) ¢ L(S) gilt. Dementsprechend verwirft die Turingma-
schine M) die Eingabe (M*). Damit verwirft My, die Eingabe w.

Damit haben wir fiir den Fall u ¢ S gezeigt, dass aus der Entscheidbarkeit von L(.S) die
Entscheidbarkeit des speziellen Halteproblems H. im Widerspruch zu Theorem [2.12]
folgt. Der Fall u € S kann dhnlich behandelt werden. In diesem Fall wéhlt man f €
R\ S beliebig und éndert lediglich im letzten Schritt das Akzeptanzverhalten von My,
dahingehend, dass My, die Eingabe w genau dann akzeptiert, wenn Mg die Einga-
be (M*) verwirft. Es ist eine gute Ubung fiir den Leser, die Details dieses Falles noch
einmal nachzuvollziehen. O

Der Satz von Rice hat weitreichende Konsequenzen fiir die Verifikation von Program-
men. Er besagt, dass es unmoglich ist, automatisch zu verifizieren, dass ein gegebenes
Programm ein bestimmtes Problem 16st. Betrachten wir als Beispiel das Problem, zu
testen, ob eine gegebene Zahl eine Primzahl ist oder nicht. Dies kénnen wir durch die
Funktion f: {0,1}* — {0,1} mit

1 wval(x) ist eine Primzahl
fw) = { (@)
0 sonst
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beschreiben. Wahlen wir S = {f}, so besagt der Satz von Rice, dass nicht entschie-
den werden kann, ob eine gegebene Turingmaschine M die Funktion f berechnet. Bei
Problemen, die durch Relationen beschrieben sind, miissen wir die Menge S anders
definieren. Betrachten wir dazu noch einmal das Problem, eine gegebene Zahl in Bi-
néardarstellung zu quadrieren. Dieses haben wir in der Einleitung durch die Relation

R ={(z,y) | val(y) = val(z)*} € {0,1}* x {0,1}"

modelliert. Wir definieren dann S als die Menge aller berechenbaren Funktionen, die
bei jeder Eingabe = € {0, 1}* eine Ausgabe y € {0,1}* mit (z,y) € R produzieren:

S={feR|Vee{0,1}": (z, f(x)) € R}.

Eine Turingmaschine 16st das durch R beschriebene Problem genau dann, wenn sie eine
Funktion aus S berechnet. AuBerdem gilt S # () und S # R. Wieder besagt der Satz
von Rice also, dass nicht entschieden werden kann, ob eine gegebene Turingmaschine
dieses Problem 16st.

2.5 Rekursiv aufziahlbare Sprachen

Eine Sprache L heifit gemafl Definition entscheidbar oder rekursiv, wenn es eine
Turingmaschine gibt, die auf jeder Eingabe hélt und genau die Worter aus der Spra-
che L akzeptiert. Bei vielen nicht entscheidbaren Problemen, die wir kennengelernt
haben, besteht eine Asymmetrie zwischen Woértern aus der Sprache und Woértern, die
nicht zu der Sprache gehoren.

Um dies zu erldutern, konstruieren wir eine Turingmaschine My, die das Halteproblem
zwar nicht 16st, aber zumindest nie ein falsches Ergebnis ausgibt. Erhélt My eine Ein-
gabe (M)w, so simuliert sie das Verhalten von M auf w. Terminiert diese Simulation
nach endlich vielen Schritten, so akzeptiert My anschliefend die Eingabe (M)w. Er-
hélt My eine syntaktisch nicht korrekte Eingabe, so verwirft sie diese direkt. Die so
definierte Turingmaschine My akzeptiert jede Eingabe x € H. Jede Eingabe x ¢ H
wird entweder verworfen (wenn sie syntaktisch nicht korrekt ist) oder My halt nicht
auf . Somit gibt My niemals ein falsches Ergebnis aus. Auf Eingaben, die zu H ge-
horen, gibt sie sogar stets das richtige Ergebnis aus. Nur auf Eingaben, die nicht zu H
gehoren, terminiert sie nicht notwendigerweise.

Definition 2.14. Fine Turingmaschine M erkennt eine Sprache L C ¥*, wenn sie
jedes Wort w € L akzeptiert und jedes Wort w € X* \ L entweder verwirft oder
darauf nicht terminiert. Fine Sprache L C ¥* heiffit semi-entscheidbar oder rekursiv
aufzahlbar, wenn es eine Turingmaschine M gibt, die L erkennt.

Aus der Definition folgt direkt, dass rekursive Sprachen auch rekursiv aufzahlbar sind.
Aber auch viele nicht rekursive Sprachen, die wir in dieser Vorlesung kennengelernt
haben, sind rekursiv aufzahlbar. Der Leser tiberlege sich, dass dies insbesondere auf
das Halteproblem H, das spezielle Halteproblem H, und die universelle Sprache U
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zutrifft. Wir haben allerdings auch Sprachen kennengelernt, bei denen auf den ersten
Blick nicht klar ist, ob sie rekursiv aufzahlbar sind. Ein Beispiel ist das vollsténdige
Halteproblem H,j. Erhdlt man die Gédelnummer (M) einer Turingmaschine M, die
auf jeder Eingabe hilt, so existiert (anders als beim Halteproblem H, bei dem man
eine gegebene Turingmaschine nur auf einer gegebenen Eingabe simulieren muss) kein
offensichtliches Verfahren, um dies in endlicher Zeit festzustellen. Im Folgenden werden
wir nachweisen, dass das vollstandige Halteproblem H,; tatséchlich nicht rekursiv
aufzahlbar ist.

Zunachst werden wir uns aber noch mit den sogenannten Abschlusseigenschaften von
rekursiv aufzédhlbaren Sprachen beschaftigen. Das heifit, wir werden untersuchen, be-
ziiglich welcher Operationen (Schnitt, Vereinigung, Komplementbildung) die Menge
der rekursiv aufzahlbaren Sprachen abgeschlossen sind.

Theorem 2.15. Es seien Ly C X* und Ly C X* zwei rekursiv aufzdihlbare Sprachen.
Dann sind auch die Sprachen Ly U Ly und Ly N Ly rekursiv aufzdhlbar.

Beweis. Es seien M und M, Turingmaschinen, die die Sprachen L; bzw. L, erkennen.
Gemaéf Definition bedeutet dies, dass die Turingmaschine M; jedes Wort x € M;
akzeptiert und kein Wort = ¢ M, akzeptiert.

Wir konstruieren zunéchst eine Turingmaschine My, fiir den Schnitt L; N L,. Die Tu-
ringmaschine Mn simuliert bei einer Eingabe z € * zunéchst die Turingmaschine M;
auf x und anschlieBend (sofern die Simulation von M; auf x terminiert) die Turing-
maschine M, auf x. Sie akzeptiert die Eingabe z genau dann, wenn sowohl M; als
auch M, die Eingabe x akzeptiert haben.

Man tberlegt sich leicht, dass die so konstruierte Turingmaschine M~ den Schnitt LN
Loy erkennt. Sie akzeptiert jedes Wort x € L N Ls, da jedes solche Wort auch von M;
und M, akzeptiert wird. Sie akzeptiert kein Wort « ¢ L; N Lo, da jedes solche Wort
von mindestens einer der Turingmaschinen M; oder M, nicht akzeptiert wird.

Auf den ersten Blick erscheint es so, als konne man analog eine Turingmaschine M,
konstruieren, die die Vereinigung L, U Ly erkennt. Wiirde man allerdings erst M; und
anschliefend M, auf der Eingabe x simulieren und x akzeptieren, wenn mindestens eine
der beiden Turingmaschinen = akzeptiert hat, so gibt es im Allgemeinen Worter x €
Ly U Ly, die nicht akzeptiert werden. Fir Worter z € Ly U Ly mit @ € Ly und = ¢ L,
kann es nédmlich passieren, dass die Simulation von M; auf x nicht terminiert und die
Simulation von M; gar nicht erreicht wird.

Die Losung besteht darin, die Turingmaschinen M; und M, parallel zu simulieren.
Konkret kann man M, als eine 2-Band-Turingmaschine konstruieren, die auf einem
Band das Verhalten von M; und auf dem anderen das Verhalten von My simuliert. Die
Turingmaschine M, simuliert in jedem Rechenschritt parallel einen Schritt von M;
und einen von M, auf dem entsprechenden Band. Sie akzeptiert die Eingabe, sobald
eine von den beiden Simulationen terminiert und die Eingabe akzeptiert. Da jedes
Wort x € L1 U Ly nach endlich vielen Schritten von M; oder M,y akzeptiert wird und
kein Wort = ¢ L; U Ly von M; oder My akzeptiert wird, erkennt die so konstruierte
Turingmaschine die Vereinigung L; U Ls. O
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Der Leser mége sich als kurze Ubung tiberlegen, dass das obige Theorem auch analog
fiir rekursive Sprachen gilt, dass also die Vereinigung und der Schnitt zweier rekursiver
Sprachen wieder rekursiv sind. Das Komplement einer Sprache L C ¥* ist definiert
als L = ¥*\ L. Der Leser sollte sich ebenfalls als Ubung iiberlegen, dass das Komple-
ment jeder rekursiven Sprache ebenfalls rekursiv ist. Rekursiv aufzéhlbare Sprachen
sind hingegen nicht abgeschlossen unter Komplementbildung, was aus dem folgenden
Theorem folgt.

Theorem 2.16. Sind eine Sprache L C ¥* und ihr Komplement L rekursiv aufzihlbar,
so ist L rekursiv.

Beweis. Es seien M, und M+ Turingmaschinen, die L bzw. L erkennen. Wir konstru-
ieren nun eine Turingmaschine M, die L entscheidet. Die Turingmaschine M simuliert
auf einer Eingabe x die Turingmaschinen Mj, und M7 parallel (analog zu der Turing-
maschine M, aus dem Beweis von Theorem [2.15]). Sie stoppt, sobald eine der beiden
Turingmaschinen M, oder M7 die Eingabe x akzeptiert. Akzeptiert M; die Einga-
be z, so akzeptiert auch M die Eingabe x. Akzeptiert hingegen M7 die Eingabe z, so
verwirft M die Eingabe z.

Um zu zeigen, dass M die Sprache L entscheidet, halten wir zunéchst fest, dass je-
des x € ¥* entweder zu L oder zu L gehért und demnach von genau einer der beiden
Turingmaschinen M}, oder M7 akzeptiert wird. Damit ist sichergestellt, dass die Tu-
ringmaschine M auf jeder Eingabe z terminiert. Da jede Eingabe x € L von M
akzeptiert wird, akzeptiert M ebenfalls jede Eingabe aus L. Da jede Eingabe = ¢ L
von M7 akzeptiert wird, verwirft M jede Eingabe, die nicht zu L gehort. Daraus folgt,
dass M die Sprache L entscheidet. O

Das vorangegangene Theorem impliziert gemeinsam mit unserem Wissen tiber das Hal-
teproblem, dass das Komplement einer rekursiv aufzahlbaren Sprache im Allgemeinen
nicht rekursiv aufzahlbar ist. Wir haben oben diskutiert, dass H rekursiv aufzéhlbar
ist. Wire das Komplement H ebenfalls rekursiv aufzéahlbar, so wiirde aus Theorem[2.16]
folgen, dass H rekursiv ist, was im Widerspruch zu der Nichtentscheidbarkeit des Hal-
teproblems (Theorem steht.

Hat man bewiesen, dass eine Sprache nicht rekursiv aufzahlbar ist, so kann man fir wei-
tere Sprachen wieder mittels Reduktionen nachweisen, dass sie ebenfalls nicht rekursiv
aufzahlbar sind. Das folgende Theorem léasst sich analog zu Theorem beweisen.

Theorem 2.17. Es seien A C ¥} und B C X5 zwei Sprachen, fir die A < B gilt. Ist B
rekursiv aufzdhlbar, so ist auch A rekursiv aufzihlbar. Ist A nicht rekursiv aufzdihlbar,
so ist auch B nicht rekursiv aufzihlbar.

Fiir die meisten Sprachen L, die wir in dieser Vorlesung kennengelernt haben, kann
man relativ einfach zeigen, dass entweder L oder L rekursiv aufzdahlbar ist. Mithilfe
von zwei Reduktionen zeigen wir nun, dass H,j nicht in diese Kategorie fallt.

Theorem 2.18. Weder das vollstindige Halteproblem H 4y noch sein Komplement H gy,
sind rekursiv aufzdhlbar.
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Beweis. Wir haben nach dem Beweis von Theorem angemerkt, dass die in diesem
Beweis konstruierte Funktion auch eine Reduktion von H auf H,j; darstellt. Der Leser
iiberlege sich, dass eine Reduktion einer Sprache A auf eine Sprache B auch stets eine
Reduktion von A auf B ist. Dies folgt direkt aus Definition[2.8] Somit liefert der Beweis
von Theorem eine Reduktion von H auf H,;. Da H, wie oben diskutiert, nicht
rekursiv aufzahlbar ist, impliziert dies, dass auch H,, nicht rekursiv aufzéhlbar ist.

Zu zeigen ist also nur noch, dass auch H,j nicht rekursiv aufzdhlbar ist. Dazu geben
wir eine Reduktion f: {0,1}* — {0,1}* von H. auf H,y an. Die Sprache H. ist nicht
rekursiv aufzdhlbar, da ihr Komplement H, rekursiv aufziahlbar aber nicht rekursiv ist.
Eingaben z fiir H,, die keine Gédelnummern sind, werden durch f auf eine beliebige
Godelnummer f(x) = (M;) € Hay abgebildet. Gilt © = (M) fiir eine Turingmaschi-
ne M, so sei f(x) = (M*) fir eine Turingmaschine M* mit dem folgenden Verhalten.

Erhalt die Turingmaschine M™* eine Eingabe w, so simuliert sie die Turing-
maschine M auf der leeren Eingabe solange bis sie entweder hélt oder |w]
viele Schritte gemacht hat. Falls M innerhalb dieser |w| vielen simulierten
Schritte hélt, so geht M™* in eine Endlosschleife. Ansonsten terminiert M™*.

Wir zeigen nun, dass z € H. <= f(x) € Hy fir alle z € {0,1}* gilt.

e Sei x € H.. Dann ist x entweder keine giiltige Gédelnummer oder es gilt z = (M)
fiir eine Turingmaschine, die nicht auf der leeren Eingabe hélt. Ist = keine giiltige
Godelnummer, so gilt per Definition f(z) = (M;) € Huy. Ist x = (M) € H.,
so folgt aus der obigen Konstruktion, dass die Turingmaschine M* auf jeder
Eingabe w terminiert. Damit gilt f(z) = (M*) € Hyy.

e Sei # ¢ H., also x € H.. Dann gilt z = (M) fiir eine Turingmaschine M,
die auf der leeren Eingabe hélt. Es sei ¢ € N die Anzahl an Schritten, die M
auf der leeren Eingabe bendtigt. Aus der obigen Konstruktion folgt, dass die
Turingmaschine M™* fiir jede Eingabe w mit |w| > t in eine Endlosschleife gerét.
Somit terminiert M* nicht auf jeder Eingabe und es gilt f(z) = (M*) ¢ Ha.

Zusagnengefasst haben wir in diesem Beweis die beiden Reduktionen H < Hy
und H, < H,y gezeigt. Da H und H. nicht rekursiv aufzahlbar sind, ist somit we-
der H,j noch H,j rekursiv aufzahlbar. O

Wir lernen nun noch eine alternative Charakterisierung von rekursiv aufzahlbaren
Sprachen kennen, die insbesondere die Namensgebung erklart.

Definition 2.19. Fin Aufzahler fir eine Sprache L C ¥* ist eine Turingmaschine mit
einem zusdtzlichen Ausgabeband, das zu Beginn leer ist. Ein Aufzdhler erhdlt keine
FEingabe und er schreibt nach und nach Wérter aus L (durch Leerzeichen getrennt)
auf das Ausgabeband. Er schreibt keine Worter auf das Ausgabeband, die nicht zu L
gehoren, und zu jedem Wort w € L existiert ein Index i,, € N, sodass das Wort w
nach i, Schritten des Aufzdhlers auf dem Ausgabeband steht.
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Wir haben in der obigen Definition keinerlei Aussage dariiber getroffen, in welcher
Reihenfolge die Worter aus L auf das Band geschrieben werden, und wir erlauben
insbesondere, dass ein Wort aus L mehrfach auf das Ausgabeband geschrieben wird.

Theorem 2.20. Fine Sprache L ist genau dann rekursiv aufzihlbar, wenn ein Auf-
zdhler fiir L existiert.

Beweis. Mithilfe eines Aufzéhlers A fiir eine Sprache L kann leicht eine Turingmaschi-
ne M konstruiert werden, die L erkennt. Erhélt diese Turingmaschine eine Eingabe w,
so simuliert sie den Aufzdahler A. Sie terminiert und akzeptiert die Eingabe w, so-
bald der Aufzéhler das Wort w auf das Ausgabeband schreibt. Da jedes Wort w € L
nach endlich vielen Schritten vom Aufzdhler auf das Ausgabeband geschrieben wird,
akzeptiert M jedes Wort aus L. Auf Wortern w ¢ L terminiert M nicht, da diese
vom Aufzahler nicht auf das Ausgabeband geschrieben werden. Somit erkennt M die
Sprache L.

Sei nun andersherum eine Turingmaschine M gegeben, die die Sprache L akzeptiert.
Mithilfe dieser Turingmaschine méchten wir nun einen Aufzahler A fiir die Sprache L
konstruieren. Wiirde M die Sprache L entscheiden (also insbesondere auf jeder Eingabe
terminieren), so kénnte M einfach in einen Aufzahler umgebaut werden. Wir miissten
dazu lediglich M nacheinander auf allen Woértern aus ¥* (zum Beispiel in kanonischer
Reihenfolge) simulieren und genau die Worter auf das Ausgabeband schreiben, die M
akzeptiert. Da M die Sprache L aber nur erkennt (und somit auf Wortern, die nicht
zur Sprache gehoren, im Allgemeinen nicht hélt), schlagt dieser Ansatz fehl.

Stattdessen simulieren wir die Turingmaschine M in gewisser Weise fiir alle Worter
aus X* parallel. Um dies zu prézisieren, sei wieder wy, wsy, ws, ... die Aufzihlung aller
Worter aus ¥* in kanonischer Reihenfolge. Der Aufzéahler A arbeitet wie folgt.

Aufzihler A fiir L
1 fori=1,2,3,...
2 Simuliere jeweils ¢ Schritte von M auf den Eingaben wy, ..., w;.
3 Wird bei einer dieser Simulationen ein Wort w akzeptiert,

so schreibe es auf das Ausgabeband.

Die so definierte Turingmaschine A ist ein Aufzihler fiir L. Sie schreibt nur Woérter
auf das Ausgabeband, die von M akzeptiert werden. Somit schreibt sie keine Wor-
ter, die nicht zu L gehoren, auf das Ausgabeband. Fiir jedes Wort w € L gibt es
ein t,,, sodass M die Eingabe w nach t,, vielen Schritten akzeptiert. Somit gibt A
jedes Wort w € L fiir i = t,, (also nach endlich vielen Schritten) aus. O

Es ist essentiell, dass wir die Reihenfolge, in der die Worter durch einen Aufzéhler auf
das Band geschrieben werden, nicht vorgeschrieben haben. Der Leser iiberlege sich als
Ubung, dass die Existenz eines kanonischen Aufzihlers, der die Worter einer Sprache L
in kanonischer Reihenfolge auf das Band schreibt, dquivalent zu der Entscheidbarkeit
von L ist.
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2.6 Weitere nicht entscheidbare Probleme

Bei allen nicht entscheidbaren Probleme, die wir in dieser Vorlesung bislang kennenge-
lernt haben, tauchten Turingmaschinen und Gédelnummern explizit in der Definition
auf. Zum Abschluss dieses Kapitels wollen wir noch kurz zwei weitere nicht entscheid-
bare Probleme vorstellen, die auf den ersten Blick nichts mit Turingmaschinen zu tun

haben.

Der Mathematiker David Hilbert hat im Jahre 1900 eine Liste von 23 zentralen offenen
Problemen der Mathematik prasentiert. Eines davon (Hilberts zehntes Problem) war
die Frage, mit welchem Algorithmus man feststellen kann, ob ein gegebenes Polynom
eine ganzzahlige Nullstelle besitzt. Die Frage bezieht sich insbesondere auf multivariate
Polynome, also Polynome mit mehreren Variablen. Ein solches Polynom ist die Summe
von Monomen, wobei ein Monom das Produkt eines Koeffizienten mit Potenzen der
Variablen ist. Sind also beispielsweise x, y und z die Variablen, so sind die Terme xy,
22, 10zy?, —222y>z sowie —7 Monome und zy+z%+10zy? — 22y 2 —7 ist ein Polynom.

Hilbert interessierte sich fiir einen Algorithmus, der entscheidet, ob es ganzzahlige
Werte fiir die Variablen gibt, fiir die das Polynom den Wert 0 annimmt. 1970 hat Yuri
Matiyasevich dieses Problem gel6st, allerdings anders als von Hilbert erwartet.

Theorem 2.21. Hilberts zehntes Problem ist nicht entscheidbar.

Den recht komplexen Beweis dieses Theorems werden wir in dieser Vorlesung nicht
besprechen.

Ein anderes klassisches nicht entscheidbares Problem ist das Postsche Korrespon-
denzproblem (PKP), das auf den ersten Blick an ein einfaches Puzzle erinnert. Eine
Eingabe fiir dieses Problem besteht aus einer endlichen Menge K von Paaren K =
{(x1,11), ..., (@, yx) } mit x;,y; € ¥* fiir ein endliches Alphabet ¥. Anschaulich kann
man sich ein Element (z;,y;) aus K als Dominostein vorstellen, der in der oberen
Hélfte mit z; und in der unteren Hélfte mit y; beschriftet ist. Jedes Element aus K
reprasentiert eine Klasse von Dominosteinen und wir gehen davon aus, dass von jeder
Klasse beliebig viele Steine verfiigbar sind.

Die Frage lautet nun, ob es moglich ist, Dominosteine auszuwahlen und hintereinander
zu legen, sodass oben und unten dieselbe Zeichenkette steht. Formaler ausgedriickt,
soll entschieden werden, ob ein n > 1 und Indizes iy,...,4, € {1,...,k} existieren,
sodass x;, ... %, = Y ... Y;, gilt.

Theorem 2.22. Das Postsche Korrespondenzproblem ist nicht entscheidbar.

Auch diese Theorem werden wir aus Zeitgriinden nicht in dieser Vorlesung beweisen.
Sein Beweis ist allerdings deutlich einfacher als der von Theorem [2.21Jund wir werden in
den Ubungen néiher darauf eingehen. Die wesentliche Idee besteht darin, dass man die
Berechnung einer gegebenen Turingmaschine mithilfe geeignet gewéhlter Dominosteine
simulieren kann. Insbesondere kann man die Dominosteine so wahlen, dass es genau
dann eine Losung fiir das PKP gibt, wenn die entsprechende Turingmaschine auf einer
gegebenen Eingabe halt.



Kapitel

Komplexitatstheorie

In diesem Kapitel beschaftigen wir uns hauptsachlich mit Problemen, bei denen einfach
zu sehen ist, dass sie berechenbar sind. Fiir praktische Anwendungen ist es aber wichtig,
Probleme nicht nur in endlicher Zeit, sondern auch moglichst effizient zu lésen, da
man nicht beliebig lange auf die Ausgabe eines Algorithmus warten kann. Welche
Laufzeit akzeptabel ist, hdngt von der Anwendung ab. Wéhrend man die Ausgabe
eines Navigationsgerdtes innerhalb weniger Sekunden erwartet, akzeptiert man bei
manchen groflen Optimierungsproblemen in der Logistik vielleicht auch eine Laufzeit
von mehreren Tagen.

Wir werden zunéchst formal definieren, wann wir einen Algorithmus als effizient be-
trachten. Dabei interessiert uns in erster Linie, wie seine Laufzeit von der Eingabelén-
ge abhangt. Es hat sich bewahrt, Algorithmen als effizient zu betrachten, wenn ihre
Laufzeit nur hochstens polynomiell mit der Eingabelange wachst. Probleme, fiir die es
solche Algorithmen gibt, gehoren der Komplezititsklasse P an.

Anschlieflend beschéftigen wir uns mit nichtdeterministischen Turingmaschinen. Dabei
handelt es sich um Turingmaschinen, die nichtdeterministische Schritte machen diirfen
(analog zu nichtdeterministischen endlichen Automaten, die der Leser sich noch ein-
mal ins Gedéachtnis rufen sollte). Wir definieren dann die Komplexitétsklasse NP als
die Menge der Probleme, die von solchen nichtdeterministischen Turingmaschinen in
polynomieller Zeit gelost werden kénnen. Genauso wie nichtdeterministische endliche
Automaten sind nichtdeterministische Turingmaschinen nur ein Hilfsmittel fiir unse-
re theoretischen Betrachtungen und sie entsprechen (vermutlich) keinem physikalisch
realisierbaren Rechner.

Aus der Definition folgt direkt, dass P C NP gilt, es ist aber bis heute unklar, ob alle
Probleme aus NP auf einer (deterministischen) Turingmaschine in polynomieller Zeit
gelost werden konnen, ob also P = NP gilt. Man vermutet, dass dies nicht der Fall
ist. Wir lernen insbesondere die Klasse der NP-schweren Probleme kennen. Ein NP-
schweres Problem hat die Eigenschaft, dass die Existenz eines effizienten Algorithmus
fiir dieses Problem implizieren wiirde, dass P = NP gilt. Zeigt man fiir ein Problem
also, dass es NP-schwer ist, so kann man dies als starkes Indiz dafiir werten, dass es
keinen effizienten Algorithmus fiir dieses Problem gibt.

37
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3.1 Die Klassen P und NP

3.1.1 Die Klasse P

Um die Klasse P formal zu definieren, erinnern wir den Leser noch einmal an Defi-
nition [I.4] Dort wird die Laufzeit ¢);(n) einer Turingmaschine M auf Eingaben der
Lange n als tyr(n) = maxyesn ty(w) definiert. Somit ist ty,(n) die Worst-Case-Laufzeit
von M auf Eingaben der Lange n.

Definition 3.1. Ein Entscheidungsproblem L gehort genau dann zu der Komplexitdts-
klasse P, wenn es eine Turingmaschine M gibt, die L entscheidet, und eine Konstan-

te k € N, fiir die ty(n) = O(n*) gilt.

Ein Entscheidungsproblem gehort also genau dann zu der Klasse P, wenn es einen
Algorithmus fiir das Problem gibt, dessen Worst-Case-Laufzeit sich auf einer Turing-
maschine polynomiell in der Eingabeldnge beschranken lasst. Wir haben bereits in
Abschnitt diskutiert, dass die Klassen derjenigen Probleme, die von Turingma-
schinen bzw. Registermaschinen im logarithmischen Kostenmafl in polynomieller Zeit
gelost werden konnen, iibereinstimmen. Dementsprechend hatten wir in Definition
anstatt tiber Turingmaschinen auch tiber Registermaschinen im logarithmischen Kos-
tenmaifl sprechen konnen.

Die Klasse P wird gemeinhin als die Klasse der effizient l16sbaren Probleme angesehen,
und sprechen wir im Folgenden von einem effizienten Algorithmus, so meinen wir
damit stets einen Algorithmus, dessen Laufzeit nur hoéchstens polynomiell mit der
Eingabelédnge wéchst. Solche Algorithmen nennen wir auch polynomielle Algorithmen.
Es bedarf sicherlich einer Diskussion, ob diese Festlegung des Effizienzbegriffes sinnvoll
ist. Im Allgemeinen scheint sie zumindest fragwiirdig, denn selbst ein Algorithmus mit
einer linearen Laufzeit von O(n) fir Eingaben der Lénge n kann in der Praxis zu
langsam sein, wenn in der O-Notation sehr grofie Konstanten versteckt sind. Ebenso ist
ein Algorithmus mit Laufzeit ©(n'%) fiir praktische Zwecke nicht zu gebrauchen, selbst
wenn in der O-Notation keine groflen Konstanten verborgen sind. Auf der anderen Seite
ist ein Algorithmus mit einer exponentiellen Laufzeit von O(1,00000001") gemé8 der
obigen Definition nicht effizient, obwohl er in der Praxis durchaus schnell sein kann.
Ebenso gibt es Algorithmen mit einer exponentiellen Laufzeit von beispielsweise ((2"),
die in der Praxis dennoch auch fiir grofie Eingaben schnell sind, da es zu pessimistisch
ist, nur den Worst Case zu betrachten. Ein aus dem letzten Semester bekanntes Beispiel
ist der Simplex-Algorithmus, der auf Worst-Case-Eingaben zwar eine exponentielle
Laufzeit besitzt, aber auf typischen Eingaben, die in Anwendungen auftreten, sehr
schnell ist.

Wie bei der Diskussion, die wir im letzten Semester nach der Einfithrung der O-
Notation gefiihrt haben, miissen wir also auch hier zugeben, dass es Falle geben kann,
in denen wir nicht das richtige Abstraktionsniveau getroffen haben. Dennoch hat es
sich bewahrt, Effizienz mit polynomieller Laufzeit gleichzusetzen, denn fiir fast alle in-
teressanten Probleme, die in polynomieller Zeit gelost werden konnen, gibt es effiziente
Algorithmen, bei denen der Grad der polynomiellen Laufzeit klein ist. Das heifit, fast
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alle interessanten Probleme aus der Klasse P konnen auch tatséchlich in praktischen
Anwendungen schnell gelost werden. Man sollte aber in Erinnerung behalten, dass es
Falle gibt, in denen es eine zu starke Vereinfachung ist, die effiziente Losbarkeit eines
Problems mit der Existenz eines polynomiellen Algorithmus gleichzusetzen.

Wir sollten ebenfalls die Einschrankung auf Entscheidungsprobleme in Definition
diskutieren. Zunéachst besteht kein Grund fiir diese Einschrankung und man hétte P
auch genauso gut als die Menge aller Probleme oder Funktionen definieren kénnen,
die in polynomieller Zeit gelost bzw. berechnet werden konnen. Tatsachlich findet
man solche abweichenden Definitionen auch in der Literatur. Die Einschrankung auf
Entscheidungsprobleme bereitet schon auf die Definition der Klasse NP vor und sie ist
nicht so gravierend, wie sie auf den erste Blick erscheinen mag. Um dies zu illustrieren
betrachten wir drei Varianten des Cliqguenproblems, das in dieser Vorlesung spéater noch
mehrfach auftreten wird. Bei diesem Problem ist ein ungerichteter Graph G = (V, E)
gegeben. Eine Clique in einem solchen Graphen ist eine Teilmenge V' C V' der Knoten,
fiir die es zwischen jedem Paar von verschiedenen Knoten v € V' und v € V’ eine Kante
in F gibt. Eine Clique V' mit k = |V’| nennen wir auch k-Clique von G.

e Optimierungsvariante
Eingabe: Graph G = (V, E)
Aufgabe: Berechne eine Clique von G mit maximaler Kardinalitét.

o Wertvariante
Eingabe: Graph G = (V, E)
Aufgabe: Berechne das grofite k* € N, fiir das es eine k*-Clique in G gibt.

e Fntscheidungsvariante
Eingabe: Graph G = (V, E) und ein Wert k € N
Aufgabe: Entscheide, ob es in G eine Clique der Grofle mindestens k gibt.

In den meisten Anwendungen, in denen das Cliquenproblem auftritt, sind wir an der
Optimierungsvariante interessiert und wollen eine grofitmogliche Clique finden. Wir
zeigen nun aber, dass entweder alle drei Varianten in polynomieller Zeit gelost werden
konnen oder gar keine. Das bedeutet, es gentigt, nur die Komplexitidt der Entschei-
dungsvariante zu untersuchen.

Theorem 3.2. Entweder gibt es fir alle drei Varianten des Cliquenproblems polyno-
mielle Algorithmen oder fir gar keine.

Beweis. Mit einem polynomiellen Algorithmus fiir die Optimierungsvariante des Cli-
quenproblems konnen wir offensichtlich auch die Wertvariante in polynomieller Zeit
l6sen. Dazu miissen wir nur die Kardinalitat der gefundenen grofitmoglichen Clique
ausgeben. Ebenso konnen wir einfach mit einem polynomiellen Algorithmus fiir die
Wertvariante auch die Entscheidungsvariante in polynomieller Zeit l6sen, indem wir
einfach die berechnete maximale Cliquengrofie £* mit der iibergebenen Zahl k verglei-
chen. Nicht trivial sind lediglich die Riickrichtungen.
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Zunéchst zeigen wir, wie wir aus einem polynomiellen Algorithmus A fiir die Entschei-
dungsvariante des Cliquenproblems einen polynomiellen Algorithmus fiir die Wertva-
riante konstruieren konnen. Sei dazu G ein Graph mit N Knoten, fiir den wir die
GroBle k* der maximalen Clique bestimmen wollen. Die genaue Eingabegrofie hiangt
von der Codierung von G ab. Wir gehen der Einfachheit halber davon aus, dass G
als Adjazenzmatrix gegeben ist und fiir die Eingabelinge dementsprechend n = N2
gilt. Sei A(G,k) € {0,1} die Ausgabe von Algorithmus A bei Eingabe (G, k). Dabei
bedeute A(G, k) = 1, dass es in dem Graphen G eine Clique der Gré8e mindestens k
gibt. Um die Wertvariante des Cliquenproblems fiir den gegebenen Graphen G zu 16-
sen, berechnen wir k* = max{k € {1,..., N} | A(G, k) = 1} mithilfe von maximal N
Aufrufen des Algorithmus A. Das Maximum k* ist per Definition der Wert, den wir su-
chen. Da A ein polynomieller Algorithmus ist, gibt es eine Konstante o € N, fir die wir
die Laufzeit zur Berechnung von k* mit O(NV - (n')®) abschéitzen konnen, wobei n’ die
Eingabegrofie von (G, k) ist. Es gilt n’ < N% + [log,(N)] = O(N?), da G mit N? Bits
und k£ € {1,..., N} mit [log,(N)] Bits codiert werden kann. Dementsprechend be-
tragt die Laufzeit, die wir zur Berechnung von k* benétigen, O(N - (N?)%) = O(n>™!).
Diese Laufzeit ist, wie gewtinscht, polynomiell in der Eingabelédnge n.

Nun fehlt nur noch die Umwandlung eines polynomiellen Algorithmus fiir die Wert-
variante in einen polynomiellen Algorithmus fiir die Optimierungsvariante. Sei da-
zu G ein Graph mit N Knoten, fiir den wir eine Clique mit maximaler Kardinalitat
bestimmen wollen. Sei nun A ein Algorithmus, der die Wertvariante des Cliquen-
problems in polynomieller Zeit 16st. Wir bezeichnen mit A(G) die Ausgabe von Al-
gorithmus A bei Eingabe G' und konstruieren einen Algorithmus A, der mithilfe
von A die Optimierungsvariante 16st. Dieser Algorithmus ist im folgenden Pseudocode
dargestellt und er benutzt das Konzept eines induzierten Teilgraphen. Fiir einen Gra-
phen G = (V, E) ist der durch V’ C V induzierte Teilgraph der Graph G’ = (V', E’)
mit £ = {(u,v) € F | u,v € V'}. Esist also der Teilgraph von G mit Knotenmenge V",
der genau die Kanten aus F enthélt, die innerhalb der Menge V'’ verlaufen.

A0pt(G)
1 k= AG);
2 V=V={v,...,uon};
3 for (i=1;i<N;it++)
4 G’ sei induzierter Teilgraph von G mit Knotenmenge V' \ {v;}.
5 if (A(G") ==Fk*) V' :=V"\{uv};
6 return V’;

Man beweist leicht per Induktion die Invariante, dass es zu jedem Zeitpunkt eine k*-
Clique gibt, die komplett in der aktuellen Knotenmenge V"’ enthalten ist. Ferner kann
man leicht argumentieren, dass ein Knoten, der in Zeile 5 nicht aus der Menge V'
entfernt wird, in jeder k*-Clique V* C V' enthalten sein muss. Daraus folgt mit kurzer
Argumentation, dass die Menge V' am Ende genau aus einer £*-Clique besteht. Die
Details dieser Argumentation iiberlassen wir dem Leser als Ubung.

Die Laufzeit von Ay ist durch O(N - (N?)%) nach oben beschrénkt, wenn die Laufzeit
von A auf Graphen mit N Knoten durch O((N?)?) nach oben beschrinkt ist. Somit
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ist die Laufzeit von A, polynomiell in der Eingabelinge n = N? beschrankt. O]

Wir haben in dem obigen Beweis relativ genau die Anzahl an Bits angegeben, die
bendtigt werden, um eine Eingabe zu codieren. Der Leser sollte sich aber klar ma-
chen, dass das vorangegangene Theorem robust gegeniiber Anderungen der Codierung
ist. Es gilt also beispielsweise auch, wenn die Graphen als Adjazenzlisten codiert sind
oder wenn die Zahlen nicht bindr sondern dezimal codiert sind. Fiir die allermeisten
Optimierungsprobleme, die wir bislang kennengelernt haben, kann man analog drei
verschiedene Varianten definieren (man denke zum Beispiel an das Kiirzeste-Wege-
Problem, an Flussprobleme oder an das Rucksackproblem). Genauso wie beim Cli-
quenproblem kann man fiir all diese Probleme nachweisen, dass die drei Varianten im
Sinne polynomieller Berechenbarkeit dquivalent sind.

Nebenbei sei angemerkt, dass wir Theorem mittels zweier spezieller Turing-Reduk-
tionen bewiesen haben. Wir haben erst gezeigt, wie die Wertvariante auf die Entschei-
dungsvariante reduziert werden kann und anschlieend wie die Optimierungsvariante
auf die Wertvariante reduziert werden kann. Die wesentliche Eigenschaft dieser Re-
duktionen ist, dass sie nicht nur berechenbar sind, sondern auch in polynomieller Zeit
berechnet werden konnen. Solche sogenannten polynomiellen Reduktionen werden wir
spater noch ausfiihrlich besprechen.

Aus den oben diskutierten Griinden konzentrieren wir uns im Folgenden nur noch auf
Entscheidungsprobleme und wir betrachten zum Abschluss dieses Abschnittes noch
ein paar Beispiele.

e Wir haben uns im letzten Semester mit dem Problem beschaftigt, fiir einen Gra-
phen zu testen, ob er zusammenhéngend ist oder nicht. Mithilfe einer Tiefensu-
che kann man dies fiir Graphen mit n Knoten in Zeit O(n?) entscheiden, wenn
der Graph als Adjazenzmatrix gegeben ist. Diese Laufzeit bezieht sich allerdings
auf das uniforme Kostenmafl. Im logarithmischen Kostenmafl betrigt die Lauf-
zeit O(n*logn), da wir O(logn) Bits bendtigen, um den Index eines Knotens
zu codieren. Diese Laufzeit ist polynomiell in der Eingabelinge n? beschrinkt
und damit gehort das Zusammenhangsproblem zu P. Generell trifft dies auf alle
Graphenprobleme zu, die mit Algorithmen gelost werden kénnen, deren Laufzeit
polynomiell in der Anzahl der Knoten und Kanten beschrankt ist.

e Ein weiteres Problem aus dem letzten Semester ist das Problem, einen mini-
malen Spannbaum zu berechnen. Bei diesem Problem besteht die Eingabe aus
einem ungerichteten Graphen G = (V, E) mit Kantengewichten w: F — N. Um
dieses Problem in ein Entscheidungsproblem zu transformieren, erweitern wir die
Eingabe um einen Wert z € N und stellen die Frage, ob G einen Spannbaum mit
Gewicht hochstens z besitzt. Der Leser sollte sich tiberlegen, dass die Optimie-
rungsvariante des Spannbaumproblems genau dann in polynomieller Zeit gelost
werden kann, wenn dies fiir die Entscheidungsvariante der Fall ist.

Fir zusammenhdngende Graphen mit n Knoten und m > n — 1 Kanten 16st
der Algorithmus von Kruskal das Spannbaumproblem in Zeit O(mlogm) im
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uniformen Kostenmafl;, wenn der Graph als Adjazenzliste gegeben ist. Im lo-
garithmischen Kostenmafl ist die Abschitzung der Laufzeit aufwendiger. Zu-
néchst miissen die Kanten geméafl ihrem Gewicht sortiert werden. Benutzt man
dazu Mergesort, so betragt die Laufzeit fiir das Sortieren O(m log(m)log(WV))
fir W = max.cp w(e), da die Laufzeit durch die O(mlogm) wesentlichen Ver-
gleiche dominiert wird, die im logarithmischen Kostenmaf jeweils eine Laufzeit
von O(log W) benotigen. Die Kosten fiir die restlichen Schritte des Algorith-
mus von Kruskal kénnen wir im uniformen Kostenmafl durch O(mlogm) und
im logarithmischen Kostenmafl durch O(mlog(m)log(n)) beschréinken. Der zu-
satzliche Faktor resultiert wieder aus der Tatsache, dass wir O(logn) Bits be-
notigen, um den Index eines Knotens zu speichern. Insgesamt ergibt sich da-
mit eine Laufzeit von O(mlogm - max{log(W),log(n)}). Die Eingabeldange be-
tragt 2(mlog(n) + log(W)), da wir zur Codierung einer Kante Q(log(n)) viele
Bits benotigen und Q(log(W)) Bits zur Codierung des maximalen Gewichtes W.
Es gilt

mlogm - max{log(W),log(n)} = O((mlog(n) + log(W))?)

und somit ist die Laufzeit des Algorithmus von Kruskal polynomiell in der Ein-
gabeldnge beschrinkt.

Man kann die Entscheidungsvariante des Cliquenproblems losen, indem man
fiir einen gegebenen Graphen G = (V, E) und eine gegebene Zahl k € N alle
Teilmengen von V' der Grofle k daraufhin testet, ob sie eine Clique bilden. Da

es (Z) > (n/k)* solcher Teilmengen gibt, besitzt dieser Algorithmus eine Lauf-

zeit von Q((n/k)¥), was sich nicht polynomiell in der Eingabeléinge O(n?+log k)
beschranken lésst. Damit ist natiirlich nicht bewiesen, dass die Entscheidungs-
variante des Cliquenproblems nicht zu der Klasse P gehort, sondern nur, dass
der obige einfache Algorithmus keine polynomielle Laufzeit besitzt. Tatséchlich
werden wir sehen, dass das Cliquenproblem NP-schwer ist. Es ist demnach bis
heute unklar, ob das Cliquenproblem in polynomieller Zeit gelost werden kann.

Wir betrachten als letztes Beispiel die Entscheidungsvariante des Rucksackpro-
blems. Sei eine Eingabe fiir das Rucksackproblem mit Nutzenwerten py,...,py €
N, Gewichten wy, ..., wy € N und einer Kapazitat ¢ € N gegeben. Um ein Ent-
scheidungsproblem zu erhalten, erweitern wir diese Eingabe um einen Wert z € N
und fragen, ob es eine Teilmenge I C {1,..., N} der Objekte mit > ,c;w; <t
und ;o7 p; > 2 gibt. Wieder sollte der Leser sich als Ubung iiberlegen, dass die
Optimierungsvariante des Rucksackproblems genau dann in polynomieller Zeit
gelost werden kann, wenn dies fiir die Entscheidungsvariante der Fall ist. Im ver-
gangenen Semester haben wir die Optimierungsvariante des Rucksackproblems
mithilfe dynamischer Programmierung in Zeit O(N?W) fiir W = max; w; gelost.
Dementsprechend kann auch die Entscheidungsvariante in dieser Zeit gelost wer-
den. Auch diese Laufzeit bezog sich auf das uniforme Kostenmaf. Im logarith-
mischen Kostenmaf ergibt sich eine Laufzeit von O(N*W log P) fir P = Y, p;.

Ist dies eine polynomielle Laufzeit? Um diese Frage zu beantworten, miissen wir
uns zundchst iiberlegen, wie die Grolen N, W und P mit der Eingabeldange in



3.1. Die Klassen P und NP 43

Beziehung stehen. Typischerweise werden Zahlen in der Eingabe binéar codiert.
Betrachten wir den Spezialfall, dass alle Nutzenwerte p;, alle Gewichte w; und die
Kapazitét t Zahlen sind, die binar mit jeweils N € N Bits codiert werden konnen.
Dann kann W Werte bis 2V —1 annehmen, P kann Werte bis N (2 —1) annehmen
und die Eingabelange betrdgt n = (2N + 1)N. Dieser Spezialfall zeigt bereits,
dass die Laufzeitschranke O(N?W log P) = O(N3(2" —1)) im Allgemeinen nicht
polynomiell in der Eingabelange beschréankt ist. Wir werden sehen, dass auch das
Rucksackproblem NP-schwer ist.

3.1.2 Die Klasse NP

Um die Komplexitéitsklasse NP zu definieren, formalisieren wir zunédchst den Begriff
einer nichtdeterministischen Turingmaschine.

Definition 3.3. Bei einer nichtdeterministischen Turingmaschine (NTM) handelt es
sich um ein 7-Tupel (Q,%, 1,00, qo, q,0), bei dem alle Komponenten bis auf § identisch
mit denen einer (deterministischen) Turingmaschine aus Definition sind. Bei ¢
handelt es sich nun nicht mehr um eine Zustandsiberfihrungsfunktion, sondern um
eine Zustandsiiberfiihrungsrelation

5 C ((Q\{a}) xT) x (@ x T x {L, N, R}).

Das Verhalten einer deterministischen Turingmaschine geméafl Definition ist durch
die Funktion ¢ eindeutig bestimmt. Liest die Turingmaschine in einem Zustand ¢ €
Q \ {q} ein Zeichen a € T, so gibt 6(q,a) = (¢',a’, D) mit ¢ € Q, @’ € ' und D €
{L, N, R} das Verhalten vor: die Turingmaschine ersetzt das Zeichen an der aktuellen
Kopfposition durch a’, wechselt in den Zustand ¢’ und bewegt den Kopf geméaf D.

Das Verhalten einer nichtdeterministischen Turingmaschine M ist im Allgemeinen
nicht eindeutig bestimmt. Fiir einen Zustand ¢ € @ \ {¢} und ein Zeichen a € I" kann
es mehrere Tripel (¢/,a’, D) € Q x I x {L, N, R} geben, fir die ((q,a),(¢,d’,D)) € ¢
gilt. Die nichtdeterministische Turingmaschine kann dann eines davon wéahlen und den
entsprechenden Schritt ausfithren. Fiir eine gegebene Konfiguration gibt es bei einer
nichtdeterministischen Turingmaschine also im Allgemeinen mehrere erlaubte Nach-
folgekonfigurationen.

Es kann auch passieren, dass es fir ein Paar (q,a) gar kein Tripel (¢/,a’, D) gibt,
fiur das ((q,a),(¢,d’, D)) € ¢ gilt. Dann gibt es fiir die aktuelle Konfiguration keine
giiltige Nachfolgekonfiguration. Dies definieren wir als gleichbedeutend damit, dass
die Turingmaschine die Eingabe verwirft. Alternativ konnten wir auch fiir jedes solche
Paar (¢, a) das Tupel ((q,a), (q,0, N)) zur Relation ¢ hinzufiigen.

Da die Rechenschritte einer nichtdeterministischen Turingmaschine nicht eindeutig
sind, kann es bei derselben Eingabe im Allgemeinen verschiedene mogliche Ausgaben
geben. Insbesondere kann es bei einem Entscheidungsproblem Eingaben geben, fiir die
es sowohl einen Rechenweg zu einer akzeptierenden Endkonfiguration (d.h. zu einer
Konfiguration, bei der unter dem Kopf das Zeichen 1 steht) als auch einen Rechenweg
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zu einer verwerfenden Endkonfiguration gibt. Dabei ist ein Rechenweg eine Folge von
giiltigen Rechenschritten der Turingmaschine ausgehend von der Startkonfiguration.
Wir erinnern uns daran, dass dieselbe Problematik schon bei nichtdeterministischen
Automaten aufgetreten ist. Dort haben wir gesagt, dass ein nichtdeterministischer
Automat ein Wort akzeptiert, wenn es mindestens einen Rechenweg gibt, der zu einem
akzeptierenden Endzustand fiihrt. Genau diese Definition tibernehmen wir auch fiir
Turingmaschinen.

Definition 3.4. Fine nichtdeterministische Turingmaschine M akzeptiert eine Einga-
be w € X*, wenn es einen mindestens einen Rechenweg von M g¢ibt, der bei Eingabe w
zu einer akzeptierenden Endkonfiguration (d.h. zu einer Konfiguration, bei der un-
ter dem Kopf das Zeichen 1 steht) fihrt. Wieder definieren wir L(M) C ¥* als die
Menge der von M akzeptierten Eingaben und wir sagen, dass M die Sprache L(M)
entscheidet.

Genauso wie die Ausgabe von den nichtdeterministischen Entscheidungen der Turing-
maschine abhéngen kann, kann auch die Laufzeit stark davon abhéngen. Wir interes-
sieren uns bei einer nichtdeterministischen Turingmaschine grundsatzlich nur fiir die
Laufzeit auf Eingaben, die sie akzeptiert, und definieren die Laufzeit iiber den kiirzes-
ten Rechenweg zu einer akzeptierenden Endkonfiguration.

Definition 3.5. Die Laufzeit t);(w) einer nichtdeterministischen Turingmaschine M
auf einer Fingabe w € L(M) ist definiert als die Linge des kiirzesten Rechenweges,
der bei Eingabe w zu einer akzeptierenden Endkonfiguration fihrt. Fir Eingaben w ¢
L(M) seity(w) =0. Wieder seity(n) = maxy,esn ta(w) die Worst-Case-Laufzeit fir
Eingaben der Lange n € N.

Der Leser wird sich an dieser Stelle vermutlich fragen, warum nichtdeterministische
Turingmaschinen interessant sind und warum wir ihre Laufzeit auf die obige unna-
tirliche Art definiert haben. Wir erinnern noch einmal daran, dass das Modell der
nichtdeterministischen Turingmaschine nur ein Hilfsmittel fiir die Analyse der Kom-
plexitdat von Problemen ist und nicht mit dem Ziel definiert wurde, reale Rechner zu
modellieren. Wir definieren nun die Klasse NP als das Aquivalent zu der Klasse P fiir
nichtdeterministische Turingmaschinen.

Definition 3.6. FEin Entscheidungsproblem L gehért genau dann zu der Komplexi-
tatsklasse NP, wenn es eine nichtdeterministische Turingmaschine M gibt, die L ent-
scheidet, und eine Konstante k € N, fiir die tp(n) = O(n*) gilt.

Zur Veranschaulichung betrachten wir zwei Beispiele fiir Probleme aus der Klasse NP.

Theorem 3.7. Die Entscheidungsvarianten des Cliquenproblems und des Rucksack-
problems liegen in NP.

Beweis. Bei der Entscheidungsvariante des Cliquenproblems besteht die Eingabe aus
einem ungerichteten Graphen G = (V,E) mit n Knoten sowie einer Zahl k € N
und es soll entschieden werden, ob es in G eine Clique der Grofle mindestens k gibt.
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Wir konstruieren eine nichtdeterministische Turingmaschine M fiir dieses Problem,
die in zwei Phasen arbeitet. In der ersten Phase nutzt sie den Nichtdeterminismus
und wahlt eine beliebige Teilmenge der Knoten aus. In der zweiten Phase arbeitet
sie deterministisch und iiberpriift, ob mindestens k& Knoten ausgewahlt wurden und
diese eine Clique bilden. Ist dies der Fall, so akzeptiert sie, ansonsten verwirft sie die
Eingabe.

Die erste Phase kann beispielsweise dadurch realisiert werden, dass die Turingmaschi-
ne zunachst deterministisch n Rauten auf das Band schreibt, den Kopf auf die erste
Raute verschiebt und in einen speziellen Zustand ¢ wechselt, in dem die Ubergén-
ge ((q,#),(q,0, R)) € 6 und ((q,#), (¢, 1, R)) € ¢ erlaubt sind. Dies fithrt dazu, dass in
den néchsten n Schritten eine beliebige Zeichenkette z € {0, 1}" auf das Band geschrie-
ben werden kann. Diese kann als Auswahl der Knoten interpretiert werden. Abgesehen
von diesen Ubergéngen sind alle anderen Schritte der Turingmaschine deterministisch,
d. h. der komplette Nichtdeterminismus ist in der Zeichenkette z enthalten.

Die soeben beschriebene Turingmaschine akzeptiert eine Eingabe genau dann, wenn
es in dem Graphen G = (V| E) eine Clique der Grofe mindestens k& gibt. Um dies
zu sehen, betrachten wir zunéchst eine Eingabe, fiir die dies der Fall ist. Sei V/ C V
eine Clique der Grofle mindestens k. Wahlt die Turingmaschine diese Teilmenge in
Phase 1 nichtdeterministisch aus, so akzeptiert sind die Eingabe in Phase 2. Enthéalt
auf der anderen Seite der Graph G keine Clique der Grofle mindestens k, so fithrt
jede in Phase 1 ausgewéhlte Teilmenge dazu, dass die Eingabe verworfen wird, da sie
entweder zu klein ist oder keine Clique bildet.

Die Laufzeit interessiert uns gemafl Definition nur fir Eingabe (G, k), fir die G
eine Clique der Grofle mindestens k enthélt, da sie ansonsten als 0 definiert ist. Sei
also (G, k) eine solche Eingabe. Phase 1 kann in polynomieller Zeit durchgefithrt wer-
den, da nur die Zeichenkette #" auf das Band geschrieben wird und anschliefend
genau n nichtdeterministische Schritte erfolgen. Zu Beginn von Phase 2 ist bereits
eine Teilmenge der Knoten ausgewéhlt. Es muss nur getestet werden, ob sie mindes-
tens k Elemente enthélt und zwischen jedem Paar von ausgewéhlten Knoten eine Kante
verlauft. Auch dies geht in polynomieller Zeit. Damit ist insgesamt gezeigt, dass die
Entscheidungsvariante des Cliquenproblems in NP liegt.

Der Beweis, dass die Entscheidungsvariante des Rucksackproblems in NP liegt, kann
vollkommen analog gefithrt werden. Auch fir dieses Problem kann eine nichtdetermi-
nistische Turingmaschine konstruiert werden, die in zwei Phasen arbeitet. In der ersten
Phase wahlt sie eine beliebige Teilmenge der Objekte nichtdeterministisch aus und in
der zweiten Phase iiberpriift sie, ob das Gewicht dieser Teilmenge die Kapazitat nicht
iiberschreitet und ob die Teilmenge den vorgegebenen Nutzen erreicht. O]

Sei CLIQUE C {0, 1}* die Sprache aller Paare (G, k), wobei G ein Graph ist, der eine
Clique der Groe mindestens k enthdlt. Wir gehen davon aus, dass das Paar (G, k)
auf eine naheliegende Art iiber dem Alphabet {0,1} codiert ist. Den ersten Teil des
vorangegangenen Theorems kénnen wir dann auch kurz als CLIQUE € NP schrei-
ben. Im Beweis haben wir den Nichtdeterminismus nur dazu genutzt, eine Zeichen-
kette z € {0,1}" zu erzeugen, die eine Teilmenge der Knoten beschreibt. Fir einen
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gegebenen Graphen G, der eine Clique der Grofle mindestens k enthélt, kann man diese
Zeichenkette als ein Zertifikat fiir (G, k) € CLIQUE auffassen. Die zweite Phase kann
man dann als Verifikation des Zertifikat betrachten. Die wesentlichen Eigenschaften
sind, dass diese Verifikation in polynomieller Zeit durchgefiihrt werden kann, dass es
fir jede Eingabe (G, k) € CLIQUE mindestens ein giiltiges Zertifikat gibt und dass es
fir keine Eingabe (G, k) ¢ CLIQUE ein giiltiges Zertifikat gibt. Diese Einsicht kann
man auf beliebige Sprachen aus NP iibertragen und erhélt eine Charakterisierung der
Klasse NP, in der nichtdeterministische Turingmaschinen nicht vorkommen.

Theorem 3.8. Fine Sprache L C % ist genau dann in der Klasse NP enthalten, wenn
es eine deterministische Turingmaschine V' (einen Verifizierer), deren Worst-Case-
Laufzeit polynomiell beschrdnkt ist, und ein Polynom p gibt, sodass fiir jede Eingabe x €
X* gilt

rel < Jye{0,1}":|y| <p(|z|) und V akzeptiert z#y.
Dabei sei # ein beliebiges Zeichen, das zum Fingabealphabet des Verifizierers, aber
nicht zu Y gehort.

Beweis. Sei L € NP. Dann gibt es eine nichtdeterministische Turingmaschine M =
(@Q,%,T,0,q0,q,0), die L entscheidet, und ein Polynom g, fiir das ty,(n) < r(n) gilt.
Wir konstruieren nun einen deterministischen Verifizierer V fiir L, der die nichtdeter-
ministische Turingmaschine M simuliert. Dabei gibt das Zertifikat y die nichtdetermi-
nistischen Entscheidungen vor.

In jeder Konfiguration kann die Turingmaschine M zwischen maximal ¢ := 3|Q|||
moglichen Rechenschritten wahlen, da es fir jedes Paar (¢,a) € Q\ {¢} UT maximal ¢
viele Tripel (¢/,d’, D) € @ x I' x {L, N, R} mit ((q,a),(¢’,d’, D)) € § gibt. Wir gehen
davon aus, dass die Tripel aus @ x I' x { L, N, R} beliebig nummeriert sind. Dann kann
jeder Rechenschritt durch eine Zahl aus der Menge {1,...,¢} beschrieben werden.
Eine solche Zahl kann mit ¢* := [log, /| Bits codiert werden, was fiir eine gegebene
Turingmaschine M eine Konstante ist. Der Verifizierer V' erhalte die Eingabe z#y
fir ein Zertifikat y € {0,1}™. Ist die Léange m des Zertifikates nicht durch ¢* teilbar
oder echt groer als £*r(|z|), so verwirft der Verifizierer die Eingabe x#y. Ansonsten
zerlegt er das Zertifikat y in eine Folge von Zeichenketten der Lange jeweils ¢* und
interpretiert diese als Folge o, . .., o,y von Zahlen aus der Menge {1, ..., ¢}, die jeweils
einen Rechenschritt von M beschreiben. Beschreibt eine der Zeichenketten eine Zahl
grofer als ¢, so verwirft der Verifizierer die Eingabe z#y.

Der Verifizierer V' simuliert das Verhalten von M auf der Eingabe z. In Schritt ¢ ver-
sucht er den durch «; beschriebenen Rechenschritt auszufiihren. Ist dieser geméafl §
nicht erlaubt, so verwirft er die Eingabe z#y. Sind alle durch aq, ..., a,, beschrie-
benen Schritte erlaubt, so testet der Verifizierer V', ob nach diesen m’ Schritten eine
akzeptierende Endkonfiguration erreicht wird (d.h. die Turingmaschine M befindet
sich im Zustand ¢ und unter dem Kopf steht das Zeichen 1). Er akzeptiert die Einga-
be x#y, wenn dies der Fall ist, und verwirft sie ansonsten.

Wahlen wir p(n) = ¢*r(n) = O(r(n)), so erfillt dieser Verifizierer die gewiinschten
Eigenschaften. Zu einer Eingabe x € ¥* existiert genau dann ein Zertifikat y € {0, 1}*
mit |y| < p(|z]), fir das V die Eingabe x#y akzeptiert, wenn es einen Rechenweg
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der nichtdeterministischen Turingmaschine M der Lénge hochstens r(|z]) gibt, der bei
Eingabe w zu einer akzeptierenden Endkonfiguration fiithrt. Dies ist genau dann der
Fall, wenn M die Eingabe x akzeptiert, was gleichbedeutend mit x € L ist.

Sei nun eine Sprache L gegeben, fiir die es ein Polynom p und einen Verifizierer V' mit
den geforderten Figenschaften gibt. Wir konstruieren daraus eine nichtdeterministi-
sche Turingmaschine M fiir die Sprache L, die auf einer Eingabe x wie folgt arbeitet.
In der ersten Phase erzeugt sie nichtdeterministisch ein beliebiges Zertifikat y € {0, 1}*
mit |y| < p(]z|). In der zweiten Phase simuliert sie den Verifizierer V' auf der Einga-
be x#y und akzeptiert genau dann die Eingabe z, wenn V' die Eingabe z#y akzeptiert.
Die Laufzeit der Turingmaschine M ist polynomiell beschréankt, da das Erzeugen von y
in Zeit O(p(]z|)) erfolgt und der Verifizierer ebenfalls eine polynomielle Laufzeit be-
sitzt.

Die Turingmaschine M akzeptiert ein Wort = genau dann, wenn es zu L gehort. Denn
fir jedes Wort x € L gibt es mindestens ein Zertifikat y (d.h. mindestens einen
Rechenweg von M), der zu einer akzeptierenden Endkonfiguration fiithrt. Andererseits
gibt es fir kein x ¢ L ein solches Zertifikat, das heifit, jedes solche Wort wird von M
unabhéngig von der nichtdeterministischen Wahl von y verworfen. Damit ist insgesamt
gezeigt, dass M die Sprache L in polynomieller Zeit entscheidet. Somit gehort L zu NP.

O

3.1.3 P versus NP

Wir haben die Klassen P und NP kennengelernt, aber bislang noch nichts iiber ih-
ren Zusammenhang ausgesagt. Direkt aus den Definitionen folgt, dass P C NP gilt,
denn gibt es fiir eine Sprache eine polynomielle deterministische Turingmaschine M,
so kann man diese auch als nichtdeterministische Turingmaschine auffassen, die vom
Nichtdeterminismus keinen Gebrauch macht.

Es stellt sich nun die Frage, wie grofl die Klasse NP ist. Da wir sie tiber nichtdeter-
ministische Turingmaschinen definiert haben, die (vermutlich) kein physikalisch reali-
sierbares Rechnermodell darstellen, wére es prinzipiell sogar moglich, dass selbst nicht
entscheidbare Sprachen zu NP gehoren. Wir werden als erstes beweisen, dass dies nicht
der Fall ist, da jede Sprache aus NP in exponentieller Zeit von einer deterministischen
Turingmaschine entschieden werden kann.

Theorem 3.9. Fiir jede Sprache L € NP gibt es eine deterministische Turingmaschi-
ne M, die L entscheidet, und ein Polynom r, fir das ty(n) < 2™ gilt.

Beweis. Es sei L € NP beliebig. Dann gibt es geméfl Theorem ein Polynom p und
einen polynomiellen Verifizierer V', sodass fiir jede Eingabe x € »*

r€ L < Jye{0,1}":|y| < p(|lz|) und V akzeptiert x#y

gilt. Wir konstruieren nun eine deterministische Turingmaschine M fiir die Sprache L,
die bei einer Eingabe z den Verifizierer V' fiir alle moglichen Zertifikate y € {0,1}*
mit |y| < p(|x|) auf der Eingabe x#y simuliert. Sie akzeptiert die Eingabe z genau
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dann, wenn der Verifizierer in mindestens einer dieser Simulation akzeptiert hat. Aus
der Eigenschaft des Verifizierers folgt direkt, dass die so konstruierte Turingmaschi-
ne M die Sprache L entscheidet. Sie akzeptiert eine Eingabe x ndmlich genau dann,
wenn ein giiltiges Zertifikat y existiert.

Da es sich bei V um eine polynomielle deterministische Turingmaschine handelt,
kann sie fiir eine gegebene Eingabe x#y mit |y| < p(|z|) in Zeit /(Jz|) fir ein
Polynom 7' simuliert werden. Die Gesamtlaufzeit der Turingmaschine M ist dann
durch O(r'(|z]) - 2P(#1)) nach oben beschrinkt, da es ngg‘) 20 = or(lzh+1 1 = O(2r(D)
viele Zertifikate y gibt, die getestet werden. Fiir ein geeignetes Polynom r gilt O(r/(|z|)-
or(lel)y = gr(izh), O

Das vorangegangene Theorem zeigt, dass nichtdeterministische Turingmaschinen durch
deterministische Turingmaschinen und damit auch durch reale Rechner simuliert wer-
den konnen. Dabei kann sich die Laufzeit aber drastisch vergréflern und aus polyno-
miellen nichtdeterministischen Turingmaschinen konnen exponentielle deterministische
Turingmaschinen werden. Es stellt sich nun die Frage, ob dies so sein muss, oder ob
es eine bessere Moglichkeit gibt, nichtdeterministische Turingmaschinen durch deter-
ministische zu simulieren, bei der kein so grofler Zeitverlust auftritt.

Formaler formuliert ist dies die Frage, ob P = NP gilt oder ob es Sprachen aus NP gibt,
die nicht in P enthalten sind. Dies ist die groite offene Frage der theoretischen Infor-
matik. Auf ihre Losung wurde vom Clay Mathematics Institute sogar ein Preisgeld in
Hohe von einer Million US-Dollar ausgelobt. Wenn man die alternative Charakterisie-
rung von NP in Theorem betrachtet, scheint die Hypothese P # NP naheliegend,
da es intuitiv einfacher erscheint, ein Zertifikat auf Korrektheit zu priifen als ein Zerti-
fikat aus einer exponentiell grofen Menge zu finden. Ein Beweis ist das aber natiirlich
nicht, obwohl auch die Mehrheit der Forscher im Bereich der theoretischen Informatik

glaubt, dass P # NP gilt.

3.2 NP-Vollstandigkeit

Aus unserer bisherigen Diskussion geht noch nicht hervor, warum es iiberhaupt inter-
essant ist, sich mit der Klasse NP zu beschaftigen. Wir wissen beispielsweise, dass die
Entscheidungsvariante des Cliquenproblems zu NP gehort. Die einzige Konsequenz fiir
die Komplexitat des Cliquenproblems, die wir bislang daraus ziehen konnen, ist, dass
es gemafl Theorem in exponentieller Zeit gelost werden kann. Dies sieht man aber
auch leicht direkt ein, ohne den Umweg iiber NP gehen zu miissen.

Die Bedeutung der Klasse NP entsteht erst dadurch, dass es Probleme aus NP gibt (die
Entscheidungsvariante des Cliquenproblems ist ein Beispiel), auf die sich alle anderen
Probleme aus NP in polynomieller Zeit reduzieren lassen. Diese Probleme nennt man
NP-vollstandige Probleme. Das bedeutet, dass ein polynomieller Algorithmus fiir ein
solches Problem implizieren wiirde, dass man alle Probleme aus NP in polynomieller
Zeit 16sen kann. Geht man also von der Hypothese P # NP aus und zeigt, dass ein
gegebenes Problem NP-vollstandig ist, so bedeutet das, dass man dieses Problem nicht
effizient 16sen kann. Dies werden wir im Folgenden prazisieren.



3.2. NP-Vollstandigkeit 49

Definition 3.10. Eine polynomielle Reduktion einer Sprache A C ¥} auf eine Spra-
che B C Y5 ist eine Many-One-Reduktion f: X7 — 335, die in polynomieller Zeit
berechnet werden kann. Ezistiert eine solche Reduktion, so heiffit A auf B polynomiell
reduzierbar und wir schreiben A <, B.

Wir erinnern noch einmal daran, dass bei einer Many-One-Reduktion f
r€A < f(x)eB

fir alle z € X7 gilt. Dass die Many-One-Reduktion f: 37 — X3 in polynomieller
Zeit berechnet werden kann, bedeutet formal, dass es eine Turingmaschine M und
ein k € N gibt, sodass M zu jedem z € ¥} die Ausgabe f(z) in Zeit t)/(|z|) = O(|z|*)
berechnet.

Analog zu Theorem 2.9 kénnen wir das folgende Resultat fiir polynomielle Reduktionen
festhalten.

Theorem 3.11. Es seien A C X7 und B C 35 zwei Sprachen, fir die A <, B gilt.
Ist B € P, soist auch A€ P. Ist A¢ P, so ist auch B ¢ P.

Beweis. Es geniigt, den ersten Teil zu zeigen, da der zweite Teil direkt daraus folgt. Sei
also A <, B mit der zugehorigen polynomiellen Reduktion f: X7 — 5 und sei B € P.
Ferner sei Mp eine Turingmaschine, die die Sprache B in polynomieller Zeit entschei-
det und es sei My eine Turingmaschine, die die Reduktion f in polynomieller Zeit
berechnet. Wir konstruieren eine Turingmaschine My fiir A, die bei einer Eingabe x
zunéchst M simuliert und f(z) berechnet und dann anschlieBend Mp auf f(z) simu-
liert.

Wie schon im Beweis von Theorem diskutiert, entscheidet die so konstruierte Tu-
ringmaschine Mp die Sprache B. Wir miissen lediglich noch zeigen, dass ihre Laufzeit
polynomiell ist. Seien p und ¢ Polynome, fiir die ¢y,(n) < p(n) und ty,(n) < q(n)
gilt. Die Laufzeit von M4 bei einer Eingabe x der Linge n betridgt dann O(gq(n) +
p(q(n) + n)), da zunéchst f(z) in Zeit O(g(n)) berechnet wird und anschliefend die
Turingmaschine Mp in Zeit O(p(q(n) + n)) auf der Eingabe f(z) mit Linge hochs-
tens ¢(n) + n simuliert wird. Wir haben bereits nach Theorem diskutiert, dass
die Verschachtelung zweier Polynome wieder ein Polynom ist. Damit ist das Theorem
bewiesen. O

Wir betrachten ein Beispiel fiir eine polynomielle Reduktion und fiihren dazu zunachst
eine Variante des Kiirzeste-Wege-Problems ein, die wir beschranktes Kiirzeste- Wege-
Problem nennen. Genauso wie beim normalen Kiirzeste-Wege-Problem enthalt eine
Eingabe fiir dieses Problem einen gerichteten Graphen G = (V) F) mit Kantenge-
wichten w: E — Ny sowie einen Startknoten s € V und einen Zielknoten t € V.
Um aus dem Kiirzeste-Wege-Problem ein Entscheidungsproblem zu machen, fiigen
wir der Eingabe zuséatzlich eine Zahl W € Ny hinzu, und fragen, ob es einen Weg P
von s nach t gibt, dessen Gewicht/Lange Y ..p w(e) hochstens W betrdgt. Beim be-
schrankten Kiirzeste-Wege-Problem wird die Situation dadurch komplizierter, dass es
zusatzlich noch Kantenkosten ¢: £ — Ny und ein Budget C' € Ny gibt. Die Frage ist
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dann, ob es einen Weg P von s nach ¢ gibt, dessen Linge Y ..pw(e) hochstens W
betrdgt und der das Budget einhélt, d.h. fir den Y .cpc(e) < C gilt. Dieses Pro-
blem tritt in vielen Anwendungen auf. Denkt man beispielsweise an Routenplanung,
so konnte das Gewicht einer Kante angeben, wie lange es dauert, die entsprechende
Strecke zurtickzulegen, und die Kosten konnten der Maut entsprechen.

Wir bezeichnen im Folgenden mit KP die Entscheidungsvariante des Rucksackpro-
blems und mit BKWP die soeben definierte Entscheidungsvariante des beschréank-
ten Kiirzeste-Wege-Problems. Sowohl bei KP als auch bei BKWP handelt es sich
um Sprachen iiber geeignet gewéahlten endlichen Alphabeten. Wir kénnen ohne Be-
schrankung der Allgemeinheit davon ausgehen, dass beides Sprachen tiber dem Alpha-
bet {0, 1} sind.

Theorem 3.12. Es gilt KP <, BKWP.

Beweis. Sei T = (p1,...,Pn, W1, ..., Wy, 1, z) eine Eingabe fir das Rucksackproblem,
wobei wir davon ausgehen, dass alle Komponenten aus Ny sind. Diese Eingabe (bzw.
eine geeignete Codierung code(Z) € {0,1}* von Z) gehort genau dann zu KP, wenn
es eine Menge I C {1,...,n} mit >;c;w; < tund > ;c;p; > 2z gibt. Der Einfachheit
halber werden wir im Folgenden stets Z € KP statt code(Z) € KP schreiben. Dabei
setzen wir eine beliebige ,sinnvolle® Codierung voraus, deren Lange polynomiell in n
und dem Logarithmus der grofiten Zahl in Z beschréankt ist.

Wir transformieren nun die gegebene Eingabe fiir das Rucksackproblem in eine Eingabe
fiir das beschrankte Kiirzeste-Wege-Problem. Dazu konstruieren wir den Graphen G
mit 4n + 2 Knoten, der in der folgenden Abbildung dargestellt ist.

1,p1 U)Q, p2 (wna ﬁn)
OO O 1O
< " (1)
Oz g0

In diesem Graphen sei s der Startknoten und t’ der Zielknoten. An einigen Kanten
finden sich Beschriftungen der Form (a,b). Damit ist gemeint, dass die entsprechende
Kante ein Gewicht von a und Kosten in Hohe von b besitzt. Es sei P = max; p;
und p; = P — p;. Fir Kanten, die nicht beschriftet sind, sind sowohl das Gewicht als
auch die Kosten Null. Man kann sich bei diesen Kanten also die Beschriftung (0, 0)
dazu denken. SchliefSlich setzen wir noch W auf die gegebene Kapazitat ¢ des Rucksacks
und C =nP — 2.

Wir haben somit aus der Instanz Z fir das Rucksackproblem eine Instanz Z' des
BKWP erzeugt, in der die Frage darin besteht, ob in dem obigen Graphen ein Weg
von der Quelle s zur Senke ¢’ existiert, dessen Gesamtgewicht hochstens W = t be-
tragt und dessen Gesamtkosten hochsten C' = nP — z betragen. Ist dies der Fall, so
schreiben wir 7/ € BKWP. Genau wie beim Rucksackproblem miissten wir formal
korrekt eigentlich code(Z") € BKWP fiir eine geeignete Codierung von Z' schreiben.

Die Instanz Z' fiir das beschrankte Kiirzeste-Wege-Problem kénnen wir fiir eine ge-
gebene Instanz Z des Rucksackproblems in polynomieller Zeit erzeugen. Es bleibt zu
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zeigen, dass es sich um eine Reduktion handelt, dass also Z € KP <— 7' € BKWP
gilt.

e Wir zeigen zunichst Z € KP = 7 €¢ BKWP. Wegen Z € KP gibt es eine
Menge I C {1,...,n} mit >;c;w; < t und Y ;c;p; > 2. Aus dieser Menge
konstruieren wir einen Weg T von s nach ¢’ in dem Graphen G. Dieser benutzt fiir
jedesi € I die Kante mit Gewicht/Kostenkombination (w;, p;) und fiir jedes ¢ ¢ [
die darunterliegende Kante mit Gewicht/Kostenkombination (0, P). Ansonsten
benutzt der Weg nur Kanten, die sowohl Gewicht als auch Kosten Null haben.
Ein solcher Weg kann in dem gegebenen Graphen einfach konstruiert werden.

Der Weg T besitzt ein Gesamtgewicht von
Ywi+Y 0= w<t=W
iel il iel
und Gesamtkosten von
Shi+Y P=>(P—p)+>Y P=nP-> p<nP-z=C.
iel i¢l iel i¢l iel
Der Weg T' beweist, dass Z' € BKWP gilt.

e Nun zeigen wir noch 7/ € BKWP = Z € KP. Wegen 7' € BKWP existiert
in G ein Weg T von s nach t' mit Gesamtgewicht hochstens W = t und Ge-
samtkosten von hochstens C' = nP — z. Wir konstruieren aus diesem Weg T eine
Losung I C {1,...,n} fir das Rucksackproblem. Zunéchst beobachten wir, dass
aus der Struktur des Graphen G direkt folgt, dass fir jedes i € {1,...,n} entwe-
der die Kante mit Gewicht/Kostenkombination (wj;, p;) oder die darunterliegende
Kante mit Gewicht/Kostenkombination (0, P) enthalten ist. Die Menge I enthalt
ein Objekt i genau dann, wenn der Weg T die Kante mit Gewicht/Kostenkom-
bination (w;, p;) enthalt.

Die Menge I besitzt ein Gesamtgewicht von

dw; =) wle) <W=t.

el ecT

Da T Gesamtkosten hochstens C' = nP — z besitzt und sich die Kosten von T’

als
Shi+d P=Y(P—p)+> P=nP-> p

iel it 1 iel il iel
schreiben lassen, folgt
nP -y p;<C=nP -z,
i€l

was aquivalent zu

dopi>z

iel
ist. Damit ist I, wie gewiinscht, eine Auswahl der Objekte mit Gesamtgewicht
hochstens t und Gesamtnutzen mindestens z.



52 3. Komplexitatstheorie

Insgesamt folgt nun KP <, BKWP. O

Eine wesentliche Implikation von Theorem ist, dass jeder effiziente Algorithmus
fiir das beschrankte Kiirzeste-Wege-Problem mithilfe der Reduktion in einen effizi-
enten Algorithmus fiir das Rucksackproblem umgebaut werden kann. Kénnten wir
also beispielsweise den Algorithmus von Dijkstra so anpassen, dass er effizient das
beschriankte Kiirzeste-Wege-Problem 16st, so hatten wir damit auch direkt einen ef-
fizienten Algorithmus fir das Rucksackproblem gefunden. Kénnte man andersherum
zeigen, dass es flir das Rucksackproblem keinen effizienten Algorithmus gibt, so folgt
aus der Reduktion, dass es auch keinen effizienten Algorithmus fiir das beschrinkte
Kiirzeste-Wege-Problem geben kann.

Polynomielle Reduktionen setzen also die Komplexitit von Problemen in einem gewis-
sen Sinne zueinander in Beziehung. Es gibt mittlerweile in der Literatur Tausende Bei-
spiele fiir polynomielle Reduktionen. Weitere polynomielle Reduktionen ergeben sich
aus den bekannten, wenn man die Transitivitat ausnutzt. Das bedeutet, wenn A <, B
und B <, C fir drei Sprachen A, B und C gilt, so gilt auch A <, C. Der Leser
iiberlege sich dies als Ubung.

Die grofie Bedeutung von polynomiellen Reduktionen ergibt sich daraus, dass es damit
auch moglich ist, die Komplexitat eines Problem zu der Komplexitéit aller Probleme
aus NP in Beziehung zu setzen. Um dies zu erldutern, benotigen wir zunachst die
folgende Definition.

Definition 3.13. FEine Sprache L heifst NP-schwer, wenn L' <, L fiir jede Spra-
che L' € NP gilt. Ist eine Sprache L NP-schwer und gilt zusdtzlich L € NP, so
heifst L NP-vollstandig.

NP-vollstandige Sprachen sind informell gesprochen, die schwierigsten Sprachen aus
der Klasse NP. Das folgende Theorem zeigt, dass sie genau dann effizient gelost werden
konnen, wenn P = NP gilt.

Theorem 3.14. Gibt es eine NP-schwere Sprache L € P, so gilt P = NP.

Beweis. Sei L' € NP beliebig. Aus Definition folgt, dass L' <, L gilt. We-
gen L € P und Theorem folgt damit L' € P. Da dieses Argument fiir jede
Sprache L' € NP gilt, folgt NP C P. Wir haben bereits oben diskutiert, dass P C NP
gilt. Damit ist das Theorem bewiesen. O]

Korollar 3.15. Es sei L eine NP-vollstandige Sprache. Dann gilt L € P genau dann,
wenn P = NP gilt.

Koénnen wir fiir ein Problem beweisen, dass es NP-vollstéandig ist, so ist dies also ein
starkes Indiz dafiir, dass das Problem nicht effizient gelost werden kann. Auf den ersten
Blick ist es allerdings vollkommen unklar, ob es iiberhaupt NP-vollstdandige Probleme
gibt. Es wire gut moglich, dass es gar kein Problem aus NP gibt, auf das alle anderen
Probleme aus dieser Klasse reduziert werden konnen.
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Unabhéngig voneinander haben Stephen Cook und Leonid Levin 1971 bzw. 1973 auf
den beiden Seiten des eisernen Vorhangs bewiesen, dass das Erfiillbarkeitsproblem der
Aussagenlogik NP-vollstandig ist. Dieses Problem ist uns bereits im ersten Semester
begegnet und wir werden es im Folgenden mit SAT (engl. satisfiability) bezeichnen.
Eine Eingabe fiir SAT besteht aus einer aussagenlogischen Formel und es soll ent-
schieden werden, ob es eine Belegung der Variablen gibt, die diese Formel erfiillt.

Wir betrachten nur Formeln in konjunktiver Normalform als Eingaben und erinnern
den Leser an die folgende Definition aus der Vorlesung , Logik und diskrete Strukturen®.

Definition 3.16. Eine Formel der Form x oder —x fir eine Variable x nennen wir
ein Literal. Ein Literal der Form x nennen wir positives Literal und ein Literal der
Form —x nennen wir negatives Literal.

Fine aussagenlogische Formel ¢ ist in konjunktiver Normalform (KNF), wenn sie eine
Konjunktion von Disjunktionen von Literalen ist, d. h. wenn sie die Gestalt

=/ ( V gi,j)
i=1 N j=1

hat, wobei n,my,...,m, € N gilt und {; ; fir jedes i und j ein Literal ist.

Die Teilformeln /72, £; ; nennen wir die Klauseln von .

Wieder gehen wir auf die Codierung von Formeln als Zeichenketten nicht naher ein
und gehen nur davon aus, dass eine sinnvolle binare Codierung gewéhlt wurde, dass

also SAT C {0, 1}* gilt.

Theorem 3.17 (Satz von Cook und Levin). SAT ist NP-vollstindig.

Beweis. Der Beweis besteht aus zwei Teilen. Wir miissen zeigen, dass SAT € NP
gilt und dass sich jedes Problem aus NP polynomiell auf SAT reduzieren lisst. Eine
polynomielle nichtdeterministische Turingmaschine fiir SAT kann einfach konstruiert
werden. Fiir eine gegebene aussagenlogische Formel erzeugt diese analog zum Beweis
von Theorem zunachst nichtdeterministisch eine beliebige Belegung der Variablen
(d. h. jede Variable wird nichtdeterministisch auf 0 oder 1 gesetzt). Anschlieend iiber-
priift die Turingmaschine deterministisch, ob die erzeugte Belegung die Formel erfiillt,
und akzeptiert genau dann, wenn dies der Fall ist. Diese Uberpriifung kann fiir eine
gegebene Belegung und eine gegebene Formel leicht in polynomieller Zeit durchge-
fithrt werden. Genau dann, wenn die Formel erfiillbar ist, gibt es einen Rechenweg der
nichtdeterministischen Turingmaschine, der zu einer akzeptierenden Endkonfiguration
fithrt.

Der zweite Teil ist deutlich schwieriger zu beweisen. Wir miissen nachweisen, dass jede
Sprache aus NP polynomiell auf SAT reduziert werden kann. Sei L € NP beliebig.
Das einzige, was wir iiber L wissen, ist, dass es eine nichtdeterministische Turingma-
schine M = (Q, %, I',0, qo, q, ) gibt, die L in polynomieller Zeit entscheidet. Sei p ein
Polynom, fir das t5/(n) < p(n) fiir alle n € Ny gilt.
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Unser Ziel ist es, eine polynomiell berechenbare Funktion f: ¥* — {0, 1}* zu finden,
die jede Eingabe x € ¥* fiir L in eine aussagenlogische Formel f(z) in konjunktiver
Normalform tibersetzt, sodass gilt:

r € L < f(z) ist erfilllbar.

Sei im Folgenden z € ¥* mit n := |z| beliebig. Wir beschreiben nun, wie die For-
mel ¢ = f(x) erzeugt wird. Da wir tiber L nichts weiter wissen, als dass es die
nichtdeterministische Turingmaschine M gibt, die L entscheidet, miissen wir genau an
dieser Stelle ansetzen. Die grobe Idee des Beweises besteht darin, dass wir mithilfe der
Formel ¢ die Berechnung der Turingmaschine M simulieren wollen.

Um dies zu prézisieren, erinnern wir den Leser noch einmal daran, dass wir unter
der Konfiguration einer Turingmaschine zu einem Zeitpunkt die aktuelle Kombination
aus Bandinhalt, Kopfposition und Zustand verstehen. Sind K und K’ Konfigurationen
von M, so sagen wir, dass K’ eine direkte Nachfolgekonfiguration von K ist, wenn es
in Konfiguration K einen erlaubten Rechenschritt der Turingmaschine M gibt, der zu
Konfiguration K’ fithrt. Wir schreiben dann K F K’. Bezeichnen wir mit K, die initiale
Konfiguration der Turingmaschine M bei Eingabe x, so soll die Formel ¢ genau dann
erfilllbar sein, wenn es eine Folge von Konfigurationen K, Ks, ..., K, mit { < p(n)
und Ko F K1 F Ky ... F K, gibt, wobei K, eine akzeptierende Endkonfiguration ist.
Da die Turingmaschine M die Sprache L entscheidet und t,(n) < p(n) gilt, gibt es
genau dann eine solche Folge von Konfigurationen, wenn x € L gilt.

Um die Konstruktion der Formel ¢ zu vereinfachen, bauen wir die Turingmaschine M
ein wenig um. Eine akzeptierende Endkonfiguration ist dadurch gekennzeichnet, dass
der Endzustand ¢ erreicht ist und direkt unter dem Kopf das Zeichen 1 steht. Wir fiigen
der Turingmaschine M nun einen neuen Zustand g¢., hinzu und &ndern die Zustands-
iiberfithrungsrelation ¢ so ab, dass in einer akzeptierenden Endkonfiguration der neue
Zustand gy, statt g erreicht wird. Jeder mégliche Ubergang in den Zustand ¢ wird also
darauf iiberpriift, ob er zu einer akzeptierenden oder verwerfenden Endkonfiguration
fiihrt. Fihrt er zu einer verwerfenden Endkonfiguration, so wird er nicht verdndert.
Fihrt er jedoch zu einer akzeptierenden Endkonfiguration, so wird statt in ¢ in den
Zustand ., gewechselt. Ist dieser Zustand einmal erreicht, so terminiert die Turing-
maschine nicht, sondern sie gerédt in eine Endlosschleife, in der sie den Zustand g,
nicht mehr verlasst, den Kopf nicht mehr bewegt und keine Verdnderungen am Band
mehr vornimmt.

Durch die Einfithrung des Zustandes g¢.i, haben wir erreicht, dass wir uns nur noch
Rechenwege der Lange genau p(n) anschauen miissen. Unser Ziel ist es nun also, die
Formel ¢ so zu generieren, dass die folgende Eigenschaft gilt.

Die Formel ¢ ist genau dann erfiillbar, wenn es eine Folge von Konfigura-
tionen Ky, Ky, ..., K@) der Turingmaschine M mit Ko = Ky = Ko ... F
Kny gibt, wobei in K, der Zustand ga, angenommen wird und Ky die
initiale Konfiguration der Turingmaschine M bei Eingabe x ist.
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Definition der Variablen: Die Variablen der Formel ¢ werden die Konfiguratio-
nen Ky, ..., Ky codieren. Sie enthalten also fiir jeden Zeitpunkt ¢t € {0,1,...,p(n)}
Informationen iiber den Bandinhalt, die Kopfposition und den Zustand. Nummerieren
wir die Zellen des Bandes mit ganzen Zahlen und treffen die Konvention, dass die in-
itiale Kopfposition den Index 0 hat, so kann die Turingmaschine in p(n) Schritten nur
die Zellen mit den Indizes —p(n), —p(n) +1,...,p(n) — 1, p(n) erreichen. Alle anderen
Zellen enthalten stets das Leerzeichen und sind deshalb nicht von Interesse. Wir kon-
nen demnach die Konfigurationen Ky, K, ..., Kp) mithilfe der folgenden (bindren)
Variablen vollstandig beschreiben.

e Qt,q) furt € {0,...,p(n)} und ¢ € Q

Q(t,q) = {

1 falls in K; Zustand ¢ angenommen wird

0 sonst

e H(t,j) firt €{0,...,p(n)} und j € {—p(n),...,p(n)}

1 falls Kopf in K; auf Zelle j steht
H(t,j):{ alls Kopf in K; auf Zelle j ste

0 sonst

e S(t,j,a) furt € {0,...,p(n)}, j € {—p(n),...,p(n)} und a € T

1 falls Zelle j in K, das Zeichen a enthélt

0 sonst

S(t,j,a)z{

Die Anzahl der Variablen ist polynomiell in n beschrankt, da p ein Polynom ist und )
und I' endliche Mengen konstanter Gréfle sind.

Codierung einzelner Konfigurationen: Als erstes geben wir Klauseln an, die
sicherstellen, dass die Variablen fiir jedes feste ¢ eine Konfiguration von M codieren.
Seialsot € {0,...,p(n)} beliebig. Dann muss jede erfiillende Belegung von ¢ dergestalt
sein,

e dass es genau ein ¢ € Q mit Q(¢,q) = 1 gibt,
e dass es genau ein j € {—p(n),...,p(n)} mit H(¢,j) = 1 gibt und
e dass es fir jedes j € {—p(n),...,p(n)} genau ein a € I mit S(t, j,a) = 1 gibt.

Diese drei Bedingungen haben gemeinsam, dass fiir eine bestimmte Variablenmenge
codiert werden muss, dass genau eine der Variablen auf 1 und alle anderen auf 0 gesetzt

sind. Fiir eine Variablenmenge {y1, ..., ¥} kann dies durch die Formel
(Y1 Voo oV ym) A /\(ﬂyi V ;)
i#j

in erreicht werden. Diese Formel ist in konjunktiver Normalform und sie besitzt eine
Lénge von O(m?), wobei wir unter der Lénge die Anzahl der auftretenden Literale
verstehen. Wir konnen auf diese Weise also die obigen drei Bedingungen mit einer
Formel ¢; der Liange O(p(n)?) in konjunktiver Normalform codieren.
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Codierung von Konfigurationsiibergingen: Mithilfe der Formeln ¢; kénnen wir
fiir jedes einzelne t erreichen, dass jede giiltige Variablenbelegung eine Konfiguratio-
nenfolge K, ..., Ky beschreibt. Diese Konfigurationen haben aber im Allgemeinen
nichts miteinander zu tun. Deshalb miissen wir als néichstes codieren, dass K; fiir
jedes t € {1,...,p(n)} eine direkte Nachfolgekonfiguration von K;_; ist. Sei im Fol-
genden t € {1,...,p(n)} beliebig.

Zunachst erzwingen wir, dass sich der Bandinhalt nur in der Zelle &ndern kann, an der
sich der Kopf befindet. Dies erreichen wir durch die Formel

p(n)
A A ((SE=14,0) A=H(t~1,)) = S(tj.a)).
j=—p(n) a€l’

Diese besagt, dass fiir jede Position j € {—p(n),...,p(n)} und jedes Zeichen a € T gilt:
Wenn zum Zeitpunkt t—1 an Position j das Zeichen a steht (S(t—1, j, a)) und der Kopf
sich zum Zeitpunkt ¢t — 1 nicht an Position j befindet (=H (t—1, 7)), so muss auch zum
Zeitpunkt ¢ an der Position j das Zeichen a stehen (S(t, j,a)). Den Implikationspfeil
haben wir der besseren Lesbarkeit halber verwendet. Man kann A = B durch den
aquivalenten Ausdruck —A V B ersetzen. Wendet man dann noch das De Morgansche
Gesetz an, dass ~(AA B) dquivalent zu = AV —B ist, so erhélt man die folgende Formel
in konjunktiver Normalform:

A A (G819 S ) (.)

j=-p(n) a€l’

Diese Formel besitzt eine Lange von O(p(n)).

Nun missen wir noch erreichen, dass im Schritt von K;_; zu K; ein durch ¢ be-
schriebener Rechenschritt ausgefithrt wird. Dazu erzeugen wir fiir jedes ¢ € @, je-
des j € {—p(n),...,p(n)} und jedes a € T die Formel

(QEt—1,9) ANH(t—1,5) AS(t—1,j,a))
= V.  (QE.d)NH(tj+D)AS(Ejd)),

((¢,a),(¢',a’,D))€d

wobei wir der Einfachheit halber davon ausgehen, dass D € {—1,0,+1} statt D €
{L, N, R} die Bewegung des Kopfes angibt. Diese Formel besagt: Wenn sich die Tu-
ringmaschine zum Zeitpunkt ¢ — 1 in Zustand ¢ befindet (Q(t—1, ¢)), der Kopf sich an
Position j befindet (H(t —1,;)) und an Position j das Zeichen a steht (S(t — 1, j,a)),
so gilt fiir einen Ubergang ((¢,a), (¢/,a’, D)) € ¢, dass sich die Turingmaschine zum
Zeitpunkt ¢ in Zustand ¢’ befindet (Q(t,¢’)), der Kopf sich an Position j + D befindet
(H(t,j 4+ D)) und an Position j das Zeichen o’ steht (S(¢,j,a’)).

Wir haben bereits in der Vorlesung ,,Logik und diskrete Strukturen®“ gesehen, dass es
zu jeder Formel eine dquivalente Formel in konjunktiver Normalform gibt. Im Allge-
meinen kann diese Formel um einen Faktor langer sein, der exponentiell in der Zahl
der Variablen ist. Da die obige Formel fiir festes ¢t sowie feste ¢, j und a konstante
Léange besitzt (es gibt nur konstant viele Tripel (¢',d’, D) mit ((¢,a), (¢',d’, D)) € 9),
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gibt es eine dquivalente Formel in konjunktiver Normalform, die ebenfalls konstante
Lange besitzt. Konjugieren wir die Formeln fiir jede Wahl von ¢, j und a, so erhalten
wir insgesamt eine Formel der Lange O(p(n)).

Zusammen mit (3.1]) erhalten wir somit fiir jedes ¢ € {1,...,p(n)} eine Formel ¢_;
in konjunktiver Normalform, die codiert, dass K eine direkte Nachfolgekonfiguration
von K;_; ist.

Codierung der initialen Konfiguration: Um zu codieren, dass K, die initiale
Konfiguration der Turingmaschine M bei Eingabe z ist, miissen wir erreichen, dass
sich M in K, im Startzustand ¢y befindet, der Bandinhalt x ist und der Kopf auf dem
ersten Zeichen von x steht. Sei x = z; ... z,. Dann kann dies durch die Formel

n -1 p(n)
Pinit :Q(O,qO>/\H(0,0)/\ /\S(O,’L— 17$z)/\ /\ S(O,], D)/\ /\ S(O,], D)
=1 j==p(n) j=n

in konjunktiver Normalform erreicht werden.

Zusammensetzen der Formel: Nun konnen wir alle Teilformeln zusammensetzen
und zusatzlich noch codieren, dass nach p(n) Schritten der Zustand gy, erreicht werden
soll. Es ergibt sich die Formel

pin)  p(n)
©=vmit AN N\ ot AN o AQ(p(n), qasr)-
t=0 t=1

Diese Formel in konjunktiver Normalform besitzt eine Lénge von O(p(n)?®) und sie
kann fiir ein gegebenes x € ¥* in polynomieller Zeit konstruiert werden.

Aus unseren Vortiberlegungen ergibt sich direkt, dass es genau dann eine erfiillende Be-
legung fiir die Formel ¢ gibt, wenn es eine Folge von Konfigurationen K1, Ks, ..., Ky
der Turingmaschine M mit Ko = Ky B Ky = ... F K, gibt, wobei in K, der Zu-
stand ¢,), angenommen wird und K die initiale Konfiguration bei Eingabe z ist. Dies
ist genau dann der Fall, wenn = € L gilt. Somit gilt L <, SAT. O]

3.3 Weitere NP-vollstindige Probleme

Der Beweis, dass SAT NP-vollstédndig ist, war relativ lang. Miisste man fiir jedes Pro-
blem einen dhnlichen Beweis fithren, so waren sicherlich weit weniger NP-vollstandige
Probleme bekannt als das heutzutage der Fall ist. Hat man erst einmal ein erstes NP-
schweres Problem L gefunden, so kann man die NP-Schwere eines anderen Problems L’
aber auch einfach dadurch nachweisen, dass man L polynomiell auf L’ reduziert. Da
sich jedes Problem aus NP auf L polynomiell reduzieren lasst, folgt dann aus der Tran-
sitivitat des Reduktionskonzeptes, dass sich auch jedes Problem aus NP polynomiell
auf L' reduzieren lasst. Dies halten wir noch einmal im folgenden Lemma fest.
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Lemma 3.18. Sei L' eine beliebige Sprache und sei L eine beliebige NP-schwere
Sprache. Gilt L <, L', so ist auch L' NP-schwer.

Aus den polynomiellen Reduktionen, die wir bisher in den Ubungen geschen ha-
ben, folgt gemeinsam mit Theorem [3.17] also bereits, dass zahlreiche Probleme NP-
vollsténdig sind. Wir fassen kurz zusammen, was aus den Ubungen bekannt ist.

o SAT <, 3-SAT, wobei 3-SAT die eingeschrankte Variante von SAT bezeichnet,
in der jede Klausel genau drei Literale enthélt.

e 3-SAT <, CLIQUE

e CLIQUE <, VC, wobei VC das Vertez-Cover-Problem bezeichnet, bei dem fiir
einen ungerichteten Graphen G = (V, E') und eine Zahl k € N entschieden werden
soll, ob es eine Teilmenge V' C V' der Knoten mit |V’| < k gibt, sodass jede Kante
aus ' zu mindestens einem Knoten aus V' inzident ist.

e 3-SAT <, DOMSET, wobei DOMSET das Dominating-Set-Problem bezeichnet,
bei dem fiir einen ungerichteten Graphen G = (V, E) und eine Zahl k € N
entschieden werden soll, ob es eine Teilmenge V' C V' der Knoten mit |[V'| < k
gibt, sodass jeder Knoten aus V' entweder zu V' gehort oder adjazent zu einem
Knoten aus V' ist.

e 3-SAT <, HC, wobei HC das Hamiltonkreis-Problem bezeichnet, bei dem fiir
einen ungerichteten Graphen G = (V| F) entschieden werden soll, ob er einen
Kreis enthélt, der jeden Knoten genau einmal besucht (einen sogenannten Ha-
miltonkreis).

e HC <, TSP, wobei TSP das Problem des Handlungsreisenden bezeichnet, bei
dem fiir einen vollstdndigen ungerichteten Graphen G = (V, E) mit Kanten-
gewichten w: ' — Ny und eine Zahl ¢ € Ny entschieden werden soll, ob ein
Hamiltonkreis mit Gewicht hochstens t existiert.

Hieraus folgt direkt, dass die Probleme 3-SAT, CLIQUE, VC, DOMSET, HC und TSP
NP-schwer sind. Man sieht leicht, dass diese Probleme alle zu NP gehoren. Somit sind
sie sogar NP-vollstandig.

Ein Problem, mit dem wir uns in dieser Vorlesung schon beschéaftigt haben, das aber
in der obigen Liste noch fehlt, ist das Rucksackproblem. Wir werden nun zeigen, dass
dieses Problem und einige verwandte Probleme ebenfalls NP-schwer sind. Als erstes
betrachten wir das Problem SUBSETSUM. Die Eingabe bei diesem Problem besteht
aus Zahlen aq,...,a, € N sowie einer Zahl b € N und es soll entschieden werden, ob
es eine Teilmenge I C {1,...,n} gibt, fiir die }_,c; a; = b gilt. Wieder geben wir keine
konkrete Codierung von Eingaben fiir dieses Problem an. Wichtig ist lediglich, dass
die Eingabeldnge nur logarithmisch mit der Gréfle der Zahlen wéchst. Dies erreicht
man beispielsweise dadurch, dass man die Zahlen binér codiert.

Theorem 3.19. Das Problem SUBSETSUM ist NP -vollstindig.
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Beweis. Man sieht leicht ein, dass SUBSETSUM zu NP gehort, denn fiir eine gegebene
Menge I kann effizient tiberprift werden, ob 3,c; a; = b gilt.

Wir zeigen nun, dass 3-SAT <, SUBSETSUM gilt. Sei dazu ¢ eine beliebige Eingabe
fir 3-SAT, also eine Formel in konjunktiver Normalform, in der jede Klausel maxi-
mal drei Literale enthélt. Es seien {z1,...,2x} die Variablen, die in ¢ vorkommen,
und es seien {C1,...,C)y} die Klauseln von ¢. Wir erzeugen aus ¢ eine Eingabe
fir SUBSETSUM mit n = 2N + 2M Zahlen (b nicht mitgezahlt), in der jede Zahl
mit N 4+ M Ziffern im Dezimalsystem codiert werden kann. Fiir eine Zahl z und einen
Index j € {1,..., N + M} bezeichnen wir im Folgenden mit z(j) die j-te Ziffer der
Zahl z im Dezimalsystem.

e Fir jede Variable x; mit ¢ € {1,... N} erzeugen wir zwei Zahlen a; und a;.
Fir j € {1,..., N} setzen wir

) — gy = [ Blsi=5
a; = a; =
J D=0 falls i £ 5.

Fir j € {1,..., M} setzen wir

1 falls z; in C; enthalten ist,

a; N + ) =

( 7 {O sonst

und

1 falls —z; in C; enthalten ist,

a; (N +j) =

( J) {0 sonst.

e Fiir jedes i € {1,..., M} erzeugen wir zwei Zahlen h; und h;. Es sei h;(N +1i) =
Ri(N 4+ i) = 1 und alle anderen Ziffern seien 0.

o Wir setzen

. 1 falls j < N,
b(j) = .
3 fallsj > N.

In dieser Reduktion spielt die Reihenfolge der Ziffern keine Rolle, da es bei der Addition
der erzeugten Zahlen zu keinen Uberldufen kommen kann. Dies liegt daran, dass es fiir
jede Position maximal fiinf Zahlen (b nicht mitgezahlt) gibt, die an der Position eine 1
enthalten. Abbildung [3.1 die wir aus [6] ibernommen haben, stellt diese Reduktion
noch einmal schematisch dar.

Die Zahlen, die wir konstruiert haben, sind sehr grof3, da sie aus jeweils N + M Zif-
fern im Dezimalsystem bestehen und somit Werte in der GréBenordnung von 10~V +M
annehmen konnen. Binédr (oder dezimal) codiert konnen wir die Zahlen dennoch in
polynomieller Zeit aus der gegebenen Formel ¢ erzeugen.

Es bleibt zu zeigen, dass es genau dann eine Teilmenge I der Zahlen a;,@;, h;, b, gibt,
deren Summe genau b ist, wenn es eine erfiillende Belegung fiir ¢ gibt.
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1 2 3 N|N+1 N+2 -+ N+M|
ap [1 0 0 0] 1 0
ajp |10 0 0] 0 0
as [0 1 0 0] 0 1
ay [0 1 0 0] 1 0
ag [0 0 1 0] 1 1
ay [0 0 1 0] 0 0
ay [0 0 0 1| 0 0
ay [0 0 0 1| 0 1
hy [0 0 0 0] 1 0 0
by |0 0 0 0] 1 0 0
hy [0 0 0 0] 0 1 0
Wy |00 0 0] 0 1 0
ha [0 0 0 0] 0 0
hy |0 0 0 0] 0 0o .- 1
b 111 1] 3 3 - 3 ]

Abbildung 3.1: Schematische Darstellung der Reduktion 3-SAT <, SUBSETSUM [6]:
In diesem Beispiel gilt C} = z1 V —xs V 23 und Cy = x5 V 23 V —x .

e Sei x* eine erfiillende Belegung fiir . Wir konstruieren daraus eine Teilmenge [

mit der gewilinschten Summe. Gilt 27 = 1, so nehmen wir a; in die Teilmenge /
auf. Gilt 7 = 0, so nehmen wir @; in die Teilmenge I auf.

Bezeichnen wir mit A die Summe der bisher ausgewahlten Zahlen, so gilt A(j) =
1 fir alle j € {1,..., N}, da wir entweder a; oder @; ausgewahlt haben. Ferner
folgt aus der Konstruktion, dass A(N+j) firalle j € {1,..., M} angibt, wie viele
Literale der Klausel C; von der Belegung z* erfiillt werden. Dementsprechend
gilt A(N +7) € {1,2,3} fur alle j € {1,...,M}. Falls A(N + j) = 2 gilt, so
fiigen wir der Menge I noch die Zahl h; hinzu. Gilt A(N + j) = 1, so figen wir
der Menge I noch die Zahlen h; und A} hinzu. Danach hat die j-te Ziffer der
Summe den Wert 3. Alle anderen Ziffern werden durch die Hinzunahme von h;
und s nicht verdndert.

Insgesamt haben wir so eine Teilmenge der Zahlen konstruiert, deren Summe
gleich b ist.

Sei nun andersherum [ eine Teilmenge der Zahlen, deren Summe gleich b ist. Wir
konstruieren daraus eine erfiillende Belegung x* fiir ¢. Zunéchst beobachten wir,
dass fir jedes j € {1,..., N} genau eine der Zahlen a; und @; in I enthalten ist,
da sonst die j-te Ziffer der Summe der Zahlen aus I nicht gleich b(j) = 1 sein
konnte. Wir setzen

. {1 falls a; in I enthalten ist,

s
J 0 falls @ in I enthalten ist.
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Um zu sehen, dass z* eine erfiillende Belegung von ¢ ist, betrachten wir die
Summe A der Zahlen a; und @;, die in I enthalten sind. Fiir jedes j € {1,..., M}
gilt A(N + j) > 1, da ansonsten die (N + j)-te Ziffer der Summe der Zahlen
aus I nicht gleich b(N + j) = 3 sein konnte. Da a;(N +j) =1 oder a;(N +j) =1
nur dann gilt, wenn C; das Literal z; bzw. —x; enthalt, folgt daraus, dass die
Belegung z* mindestens ein Literal jeder Klausel erfiillt.

Damit ist der Beweis abgeschlossen. O]

Wir betrachten nun das Problem PARTITION. Die Eingabe bei diesem Problem besteht
aus Zahlen ay,...,a, € N und es soll entschieden werden, ob es eine Teilmenge I C
{1,...,n} gibt, fir die YXc;a; = Yieq, . np @i gilt. Bei diesem Problem handelt es

sich also um den Spezialfall von SUBSETSUM, bei dem per Definition b = %Z?Zl a;
gilt.

Theorem 3.20. Das Problem PARTITION ist NP-vollstindig.

Beweis. Da PARTITION ein Spezialfall von SUBSETSUM ist und wir bereits gezeigt
haben, dass SUBSETSUM € NP gilt, folgt direkt PARTITION € NP.

Wir zeigen nun, dass SUBSETSUM <, PARTITION gilt, woraus mit Theorem [3.19 folgt,
dass PARTITION NP-schwer ist. Sei aq,...,a, € N, b € N eine Instanz fiir SUBSETSUM.
Wir definieren A := > ; a; und konstruieren eine Eingabe fiir PARTITION, die aus
den Zahlen a}, ..., a; , besteht, die wie folgt definiert sind.

o Firie{l,...,n} gilt a} = a,.
o Esgilt a,,, =2A—b.

o Esgilt a, , = A+b.

Die Reduktion kann einfach in polynomieller Zeit berechnet werden. Es bleibt lediglich
zu zeigen, dass es genau dann eine Aufteilung der Zahlen af, ..., a;_, in zwei Mengen
mit derselben Summe gibt, wenn es eine Menge I C {1,...,n} mit > ,c;a; = b gibt.
Wir halten zunéchst fest, dass 3747 a} = 44 gilt, und zeigen nun die beiden Richtungen
der Aquivalenz.

e Sei J C {1,...,n + 2} eine Menge mit >;c;a; = Yicp1, nrops @ = 2A. We-
gen Y0 a, = A < 2A gilt entweder (n+ 1) € J oder (n + 2) € J. Es konnen
aber nicht sowohl n + 1 als auch n + 2 zu J gehoéren, da a/,,, +a;,_, = 34 > 2A
gilt. Wir betrachten zunéchst den Fall (n + 1) € J und setzen I = J \ {n + 1}.

Dann gilt
2A=)a, =) d/+a,,,=> a,+2A-b,
ieJ il il
woraus Y ;cra; = > cra; = b folgt. Die Menge [ ist also eine Losung fiir die
gegebene Eingabe von SUBSETSUM. Wir betrachten nun Fall (n + 2) € J und
setzen I = J \ {n + 2}. Dann gilt
2A=>"a, =) a;+a, ,=> a,+A+b,

ieJ icl iel
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woraus > ey a; = > ey a; = A — b folgt. Demnach gilt

Z ai:A—Zai:b

ie{l,..n\I i€l

und somit ist die Menge {1,...,n} \ I eine Losung fiir die gegebene Eingabe
von SUBSETSUM.

e Sei nun umgekehrt eine Menge I C {1,...,n} mit > ,c; a; = b gegeben. Fir J =
Tu{n+1} gilt

Na,=Ya+an =Y a+a,,, =b+(24—-1b) =2A.

ieJ el el

.....

eine Losung fiir die konstruierte Instanz von SUBSETSUM. [

Die NP-Vollstandigkeit des Rucksackproblems folgt ebenfalls leicht aus Theorem [3.19]

Theorem 3.21. Die Entscheidungsvariante des Rucksackproblems ist NP -vollstandig.

Beweis. Wir wissen bereits aus Theorem[3.7] dass die Entscheidungsvariante des Ruck-
sackproblems zu NP gehort. Wir zeigen nun SUBSETSUM <, KP. Seidazu a4, ..., a, €
N, b € N eine Eingabe fiir SUBSETSUM. Wir konstruieren daraus eine Eingabe fiir das
Rucksackproblem mit n Objekten. Fiir jedes i € {1,...,n} gelte p; = w; = a;. Ferner
setzen wir t = z = b. Gefragt ist dann nach einer Auswahl der Objekte mit Gewicht
hochstens t = b und Nutzen mindestens z = b.

Sei I C{1,...,n} eine solche Auswahl. Dann gilt > ;c;a; = > ;c;w; < bund Y ;c;a; =
>ierPi > b und damit > ;c;a; = b. Jede Losung fiir die Eingabe des Rucksackpro-
blems entspricht also einer Losung fiir die Eingabe von SUBSETSUM. Sei andersher-
um [ C {1,...,n} eine Auswahl mit > ,c.;a; = b. Dann gilt >,c;w; = Ycra; < b
und > ,crpi = >oier @i > b. Demzufolge entspricht umgekehrt jede Losung fir die Ein-
gabe von SUBSETSUM auch einer Losung fiir die Eingabe des Rucksackproblems. [

Wir haben bereits am Anfang dieses Kapitels diskutiert, dass der bekannte Algorith-
mus, der das Rucksackproblem mithilfe dynamischer Programmierung in Zeit O(N?W)
fiir W = max; w; 16st, kein polynomieller Algorithmus ist, da die Laufzeit linear von W,
die Eingabeldnge aber nur logarithmisch von W abhéngt. Algorithmen, deren Lauf-
zeit polynomiell von der Eingabeldnge und den in der Eingabe vorkommenden Zahlen
abhangt, nennt man auch pseudopolynomiell. Theorem zeigt, dass es unter der An-
nahme P # NP keinen polynomiellen Algorithmus fiir das Rucksackproblem gibt. Das
dynamische Programm zeigt allerdings, dass das Rucksackproblem nur dann schwer
sein kann, wenn die Gewichte sehr grofl sind. Genau das ist in der Reduktion aber
auch der Fall, denn die Zahlen, die in Theorem [3.19 auf das die NP-Vollstandigkeit
des Rucksackproblems zuriickgeht, konstruiert werden, sind bezogen auf die Eingabe-
lange exponentiell grof.

NP-schwere Probleme, in deren Eingaben Zahlen vorkommen und die fiir Eingaben mit
polynomiell grofen Zahlen polynomiell 16sbar sind, nennt man schwach NP -schwere
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Probleme. Sowohl das Rucksackproblem als auch SUBSETSUM und PARTITION sind
schwach NP-schwer. Im Gegensatz dazu ist das TSP stark NP-schwer, da wir in den
Ubungen gesehen haben, dass es bereits dann NP-schwer ist, wenn als Absténde nur
die Zahlen 1 und 2 zugelassen sind.

3.4 Ausblick

Mit der Theorie der NP-Vollstandigkeit haben wir in diesem Kapitel die Grundla-
gen der Komplexitatstheorie kennengelernt, die jeder Informatiker beherrschen sollte.
Zwar fihren die wenigsten Informatiker in ihrem Arbeitsalltag formale Beweise, dass
gewisse Probleme NP-vollstiandig sind, dennoch ist es in vielen Bereichen hilfreich,
ein Bewusstsein dafiir zu haben, welche Arten von Problemen effizient gelost werden
konnen und welche nicht.

Man sollte allerdings auch nicht verschweigen, dass die Theorie der NP-Vollstandigkeit
die Wirklichkeit nicht immer zutreffend beschreibt. Wir haben bereits am Anfang die-
ses Kapitels diskutiert, dass es nur eine erste Naherung ist, Effizienz mit polynomieller
Worst-Case-Laufzeit gleichzusetzen. Ein Problem ist, dass die Fokussierung auf den
Worst Case oft zu pessimistisch ist. Es gibt eine Vielzahl von Algorithmen, die zwar
im Worst Case eine exponentielle Laufzeit besitzen, die aber dennoch in praktischen
Anwendungen schnell sind. Der Simplex-Algorithmus zur Losung linearer Programme
ist ein Paradebeispiel. Ebenso hat sich das Rucksackproblem in praktischen Anwen-
dungen als eher leichtes Problem erwiesen, das mithilfe von bestimmten Algorithmen
typischerweise trotz seiner NP-Vollstandigkeit sehr schnell gelost werden kann. Diese
Algorithmen besitzen zwar im Worst Case eine exponentielle Laufzeit, aber in prakti-
schen Anwendungen treten so gut wie nie solche schlechten Eingaben auf.

Um die Theorie in solchen Féllen wieder naher an die praktischen Beobachtung her-
anzufiihren, hat sich im letzten Jahrzehnt das Modell der Smoothed Analysis etabliert.
Dabei handelt es sich um eine Alternative zur Worst-Case-Analyse, bei der man sich
die Laufzeit eines Algorithmus nicht auf der schlechtesten Eingabe anschaut, sondern
davon ausgeht, dass Eingaben gewissen zufélligen Einfliissen unterworfen sind. Beim
Rucksackproblem geht man beispielsweise davon aus, dass ein Gegner eine Eingabe
wahlt (zum Beispiel eine Worst-Case-Eingabe, auf der der betrachtete Algorithmus
eine exponentielle Laufzeit besitzt) und dass danach in dieser Eingabe jedes Gewicht
oder jeder Nutzenwert leicht zufallig verwackelt wird. Es kann gezeigt werden, dass
selbst sehr leichtes zufilliges Verwackeln dazu fithrt, dass gingige Algorithmen fiir das
Rucksackproblem mit hoher Wahrscheinlichkeit polynomielle Laufzeiten besitzen. Dies
kann als theoretische Erklirung dafiir verstanden werden, warum das Rucksackpro-
blem in der Praxis schnell gelost werden kann: Wenn die Eingabe nicht mehr komplett
gegnerisch gewahlt ist, muss man sehr viel Pech haben, um auf eine Eingabe zu stoflen,
auf der die Algorithmen nicht effizient sind.

Uber die Theorie der NP-Vollstéindigkeit hinaus, bietet die Komplexitéitstheorie noch
eine ganze Reihe von weiteren interessanten Themen. Anstatt nur die Rechenzeit von
Algorithmen zu betrachten, interessiert man sich beispielsweise oft auch fiir den Spei-
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cherplatzbedarf. Auch hierzu gibt es eine entsprechende Theorie, die sich mit der Frage
beschéaftigt wie viel Speicherplatz man benétigt, um gewisse Probleme zu losen.

Wir haben uns in dieser Vorlesung bislang ausschlieBlich mit deterministischen Al-
gorithmen beschéftigt. Natiirlich gibt es aber fiir viele Probleme auch randomisierte
Algorithmen, die zuféllige Entscheidungen treffen. Diese Algorithmen sind ohne Wei-
teres nicht kompatibel mit der Definition der Klasse P, weil wir nicht vorgesehen
haben, dass Turingmaschinen zuféllige Entscheidungen treffen. Man kann zu P analo-
ge Klassen definieren, die die Probleme enthalten, die mit randomisierten Algorithmen
effizient gelost werden konnen, wobei eine kleine (zu vernachléssigende) Fehlerwahr-
scheinlichkeit erlaubt ist. Bis heute ist unklar, ob es Probleme gibt, die mithilfe von
randomisierten Algorithmen effizient gelost werden konnen, fir die es aber keine effi-
zienten deterministischen Algorithmen gibt.

Neben Turingmaschinen und Registermaschinen betrachtet man in der Komplexitéats-
theorie auch andere Rechnermodelle. Man untersucht beispielsweise wie grofl und tief
Schaltkreise sein miissen, um gewisse Probleme losen, oder welche Probleme effizient
von Quantencomputern gelost werden konnen.

Diese Themen konnen wir aus Zeitgriinden leider nicht weiter in dieser Vorlesung
vertiefen und wir verschieben sie auf weiterfithrende Veranstaltungen.



Kapitel

Approximationsalgorithmen

Wenn wir fiir ein Optimierungsproblem gezeigt haben, dass es NP-schwer ist, dann
bedeutet das zunéchst nur, dass es unter der Annahme P # NP keinen effizienten
Algorithmus gibt, der fiir jede Instanz eine optimale Losung berechnet. Das schlieft
nicht aus, dass es einen effizienten Algorithmus gibt, der fiir jede Instanz eine Losung
berechnet, die fast optimal ist. Um das formal zu fassen, betrachten wir zunéachst
genauer, was ein Optimierungsproblem eigentlich ist, und definieren anschliefend die
Begriffe Approzimationsalgorithmus und Approximationsgiite.

Ein Optimierungsproblem Il besteht aus einer Menge Zy; von Instanzen oder Einga-
ben. Zu jeder Instanz I € Iy gehort eine Menge Sy von Lésungen und eine Zielfunk-
tion fr : St — Rsg, die jeder Losung einen reellen Wert zuweist. Zusatzlich ist bei
einem Optimierungsproblem vorgegeben, ob wir eine Losung x mit minimalem oder
mit mazimalem Wert fr(z) suchen. Wir bezeichnen in jedem Falle mit OPT(/) den
Wert einer optimalen Losung. Wenn die betrachtete Instanz I klar aus dem Kontext
hervorgeht, so schreiben wir oft einfach OPT statt OPT(I).

Beispiel: Spannbaumproblem

Eine Instanz I des Spannbaumproblems wird durch einen ungerichteten Gra-
phen G = (V, F) und Kantengewichte ¢ : £ — N beschrieben. Die Menge S;
der Losungen fiir eine solche Instanz ist die Menge aller Spannbaume des Gra-
phen G. Die Funktion f; weist jedem Spannbaum 7' € S; sein Gewicht zu, also
fi(T) = Y.crc(e), und wir moéchten f; minimieren. Demzufolge gilt OPT(I) =

minTeSI fI (T)

Ein Approzimationsalgorithmus A fir ein Optimierungsproblem II ist zunéchst ledig-
lich ein Polynomialzeitalgorithmus, der zu jeder Instanz I eine Losung aus Sy ausgibt.
Wir bezeichnen mit A(7) die Losung, die Algorithmus A bei Eingabe I ausgibt, und
wir bezeichnen mit w, (1) ihren Wert, also ws (1) = fr(A(I)). Je ndher der Wert w4 (1)
dem optimalen Wert OPT([) ist, desto besser ist der Approximationsalgorithmus.

Definition 4.1 (Approximationsfaktor/Approximationsgite). Ein Approximationsal-
gorithmus A fiir ein Minimierungs- bzw. Maximierungsproblem I1 erreicht einen Ap-
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proximationsfaktor oder eine Approximationsgiite von r > 1 bzw. v < 1, wenn
wa(l) <r-OPT(I) bzw. wa(l)>r-OPT(I)

fiir alle Instanzen I € Iy gilt. Wir sagen dann, dass A ein r-Approximationsalgo-
rithmus @st.

Haben wir beispielsweise fiir ein Minimierungsproblem einen 2-Approximationsalgo-
rithmus, so bedeutet das, dass der Algorithmus fiir jede Instanz eine Losung berechnet,
deren Wert hochstens doppelt so grof ist wie der optimale Wert. Haben wir einen %—Ap—
proximationsalgorithmus fiir ein Maximierungsproblem, so berechnet der Algorithmus
fiir jede Instanz eine Losung, deren Wert mindestens halb so grof ist wie der optimale
Wert.

Ein Polynomialzeitalgorithmus fiir ein Problem, der stets eine optimale Losung be-
rechnet, ist ein 1-Approximationsalgorithmus. Ist ein Problem NP-schwer, so schlief3t
dies unter der Voraussetzung P # NP lediglich die Existenz eines solchen 1-Approxi-
mationsalgorithmus aus. Es gibt aber durchaus NP-schwere Probleme, fiir die es zum
Beispiel 1.01-Approximationsalgorithmen gibt, also effiziente Algorithmen, die stets
eine Losung berechnen, deren Wert um hochstens ein Prozent vom optimalen Wert
abweicht.

Wir haben im vergangenen Semester fiir das Rucksackproblem bereits den 2-Appro-
ximationsalgorithmus APPROXKP kennengelernt (ohne explizit die Terminologie von
Approximationsalgorithmen zu verwenden). In dieser Vorlesung beschéftigen wir uns
hauptséichlich mit dem TSP.

4.1 Traveling Salesman Problem

Das Traveling Salesman Problem (TSP) haben wir bereits kennengelernt. In diesem
Abschnitt werden wir zunéchst ein negatives Ergebnis tiber Approximationsalgorith-
men zeigen. Wir zeigen, dass fiir das allgemeine TSP kein Approximationsalgorithmus
existiert, der eine sinnvolle Approximationsgiite liefert.

Traveling Salesman Problem (TSP)

FEingabe: Menge V' = {vy,...,v,} von Knoten
symmetrische Distanzfunktion d : V' x V' — Rx¢
(d.h. Yu,v € Viu # v : d(u,v) = d(v,u) > 0)

Lésungen: alle Permutationen 7 : {1,...,n} — {1,...,n}
eine solche Permutation nennen wir auch Tour

Zielfunktion: minimiere Z?:_ll d(vw(i), vﬂ(iﬂ)) + d(vw(n), vw(1)>

4.1.1 Nichtapproximierbarkeit und starke NP-Schwere

Was ist die beste Approximationsgiite, die fiir das TSP in polynomieller Zeit erreicht
werden kann? Wir zeigen, dass es nicht mal einen 2"-Approximationsalgorithmus fiir



4.1. Traveling Salesman Problem 67

das TSP gibt. Das bedeutet insbesondere, dass es fiir keine Konstante a einen a-
Approximationsalgorithmus gibt.

Theorem 4.2. Fulls P # NP, so existiert kein 2™-Approximationsalgorithmus fir das
TSP.

Beweis. Wir haben uns in den Ubungen bereits mit dem Hamiltonkreis-Problem HC
beschéftigt. Dies ist das Problem, fiir einen ungerichteten Graphen zu entscheiden, ob
es einen Kreis gibt, der jeden Knoten genau einmal enthalt. Ein solcher Kreis wird
auch Hamiltonkreis genannt. Wir haben gesehen, dass dieses Problem NP-vollstandig
ist und nutzen das als Ausgangspunkt fiir das TSP. Dazu geben wir eine spezielle
polynomielle Reduktion von HC auf TSP an, aus der wir folgenden Schluss ziehen
konnen: Falls ein 2"-Approximationsalgorithmus fiir das TSP existiert, so kann HC
in polynomieller Zeit gelost werden.

Wir miissen uns also fragen, wie wir einen 2"-Approximationsalgorithmus fiir das TSP
nutzen konnen, um HC zu 16sen. Sei G = (V, E') der Graph, fiir den wir entscheiden
wollen, ob er einen Hamiltonkreis besitzt. Dazu erzeugen wir eine TSP-Instanz mit
der Knotenmenge V' und der folgenden Distanzfunktion d : V' x V — Ryq:

1 falls {u,v} € E,

Vu,v € Viu # v d(u,v) =d(v,u) = {n2"+1 falls {u,v} ¢ F

Wir haben diese Distanzfunktion so gewéhlt, dass die konstruierte Instanz fiir das
TSP genau dann eine Tour der Lange n besitzt, falls der Graph G einen Hamiltonkreis
besitzt. Besitzt der Graph G hingegen keinen Hamiltonkreis, so hat jede Tour der TSP-
Instanz mindestens Linge n — 1 +n2""!. Die Distanzfunktion d kann in polynomieller
Zeit berechnet werden, da die Codierungsliange von n2"*! polynomiell beschrinkt ist,
néamlich O(n).

Nehmen wir an, wir haben einen 2"-Approximationsalgorithmus fiir das TSP. Wenn
wir diesen Algorithmus auf einen Graphen G anwenden, der einen Hamiltonkreis ent-
hélt, so berechnet er eine Tour mit Lange hochstens n2", da die Lange der optimalen
Tour n ist. Diese Tour kann offenbar keine Kante mit Gewicht n2"*! enthalten. Somit
besteht die Tour nur aus Kanten aus der Menge E und ist somit ein Hamiltonkreis
von G.

Damit ist gezeigt, dass ein 2"-Approximationsalgorithmus fiir das TSP genutzt werden
konnte, um in polynomieller Zeit einen Hamiltonkreis in einem Graphen zu berechnen,
falls ein solcher existiert. O]

Die Wahl von 2" in Theorem [4.2]ist relativ willktrlich. Tatsachlich kann man mit obi-
gem Beweis sogar fiir jede in Polynomialzeit berechenbare Funktion r : N — R zei-
gen, dass es keinen r(n)-Approximationsalgorithmus fiir das TSP gibt, falls P # NP.

Die Technik, die wir im letzten Beweis benutzt haben, lasst sich auch fiir viele andere
Probleme einsetzen. Wir fassen sie noch einmal zusammen: Um zu zeigen, dass es unter
der Annahme P # NP fiir ein Problem keinen r-Approximationsalgorithmus gibt,
zeigt man, dass man mithilfe eines solchen Algorithmus ein NP-schweres Problem in
polynomieller Zeit 16sen konnte.
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4.1.2 Metrisches TSP

Es gibt viele Moglichkeiten, mit Optimierungsproblemen zu verfahren, fiir die es nicht
mal gute Approximationsalgorithmen gibt. Man sollte sich die Frage stellen, ob man
das Problem zu allgemein formuliert hat. Oftmals erfiillen Eingaben, die in der Praxis
auftreten namlich Zusatzeigenschaften, die das Problem einfacher machen. Eine Ei-
genschaft, die bei vielen Anwendungen gegeben ist, ist die Dreiecksungleichung. Das
bedeutet, dass

d(u, w) < d(u,v) + d(v,w)

fiir alle Knoten u,v,w € V gilt. Méchte man von einem Knoten zu einem anderen,
so ist also der direkte Weg nie langer als der zusammengesetzte Weg tiber einen Zwi-
schenknoten. Sind die Knoten zum Beispiel Punkte im euklidischen Raum und ist die
Distanz zweier Punkte durch ihren euklidischen Abstand gegeben, so ist diese Eigen-
schaft erfiillt.

Definition 4.3. Sei X eine Menge und d : X x X — R eine Funktion. Die Funk-
tion d heifit Metrik auf X, wenn die folgenden drei Eigenschaften erfillt sind.

o Vz,y € X :d(z,y) =0 <= z =y (positive Definitheit)
o Vz,y € X :d(z,y) = d(y,z) (Symmetrie)

o Vr,y,z€ X :d(x,z) <d(z,y) + d(y, z) (Dreiecksungleichung)
Das Paar (X,d) heifft metrischer Raum.

Wir interessieren uns nun fiir Instanzen des TSP, bei denen d eine Metrik auf V'
ist. Beim metrischen TSP erfiillen also alle Instanzen die Dreiecksungleichung. Diesen
Spezialfall des allgemeinen TSP nennen wir metrisches TSP. Wir zeigen, dass sich
dieser Spezialfall deutlich besser approximieren léasst als das allgemeine Problem. Zu-
nichst halten wir aber fest, dass das metrische TSP noch NP-schwer ist. Dies folgt
direkt aus der Ubungsaufgabe, in der wir gezeigt haben, dass das TSP auch dann
noch NP-schwer ist, wenn alle Distanzen zwischen verschiedenen Knoten entweder 1
oder 2 sind. Der Leser moge sich iiberlegen, dass die Dreiecksungleichung automatisch
erfilllt ist, wenn nur 1 und 2 als Distanzen erlaubt sind. Somit ist gezeigt, dass auch
das metrische TSP noch NP-schwer ist.

In folgendem Algorithmus benutzen wir den Begriff eines Eulerkreises. Dabei handelt
es sich um einen Kreis in einem Graphen, der jede Kante genau einmal benutzt, der
Knoten aber mehrfach benutzen darf. Ein Graph mit einem solchen Kreis wird auch

eulerscher Graph genannt (siehe Abbildung [4.1)).

Das Problem, einen Eulerkreis zu finden, sieht auf den ersten Blick so ahnlich aus wie
das NP-schwere Problem, einen Hamiltonkreis zu finden, also einen Kreis bei dem jeder
Knoten genau einmal besucht wird. Tatsdchlich kann man aber effizient entscheiden,
ob ein gegebener Graph einen Eulerkreis besitzt und, wenn ja, einen solchen finden.

Wir erweitern unsere Betrachtungen auf Multigraphen. Das sind Graphen, in denen
zwischen zwei Knoten eine beliebige Anzahl an Kanten verlaufen kann (statt maximal
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Abbildung 4.1: Dieser Graph enthélt den Eulerkreis (a,c, e, d, f,c,d, b, a).

einer wie in einem normalen Graphen). Man kann zeigen, dass ein zusammenhéngender
Multigraph genau dann einen Eulerkreis enthélt, wenn jeder Knoten geraden Grad
hat. Auflerdem kann man in einem solchen Graphen auch in polynomieller Zeit einen
Eulerkreis berechnen. Diese Behauptungen zu beweisen, iiberlassen wir hier dem Leser
als Ubung.

Nun koénnen wir den ersten Approximationsalgorithmus fiir das metrische TSP vor-
stellen.

Metric-TSP
Die Eingabe sei eine Knotenmenge V' und eine Metrik d auf V.
1. Sei G = (V, E) ein vollstdndiger ungerichteter Graph mit Knotenmenge V.
Berechne einen minimalen Spannbaum 7" von G beziiglich der Distanzen d.

2. Verdopple alle Kanten in 7" und erzeuge so einen Multigraphen G’, in dem
jeder Knoten geraden Grad hat.

3. Finde einen Eulerkreis A in G'.

4. Gib die Knoten in der Reihenfolge ihres ersten Auftretens in A aus. Das
Ergebnis sei der Hamiltonkreis C'.

In Schritt 4 wird also der gefundene Eulerkreis A in G’ (der alle Knoten aus V' min-
destens einmal enthélt) in einen Hamiltonkreis umgebaut. Dazu werden Knoten, die
bereits besucht wurden, tibersprungen. So wird aus einem Eulerkreis (a, b, ¢, b, a) zum
Beispiel der Hamiltonkreis (a,b,¢,a) (siche Abbildung [4.2). Bilden die Distanzen d
eine Metrik auf V, so ist garantiert, dass der Kreis durch das Uberspringen von bereits
besuchten Knoten nicht langer wird.

Theorem 4.4. Der Algorithmus METRIC-TSP ist ein 2-Approximationsalgorithmus
fiir das metrische TSP.

Beweis. Fiir eine Menge von Kanten X C FE bezeichnen wir im Folgenden mit d(X)
die Summe 3>y, yex d(u,v). Wir fassen in diesem Beweis T, A und C' als ungeordnete
Teilmengen der Kanten auf und benutzen entsprechend auch die Bezeichnungen d(7),
d(A) und d(C).

Zunéchst zeigen wir, dass d(T') eine untere Schranke fiir die Lange OPT der optimalen
Tour ist. Sei C* C FE ein kiirzester Hamiltonkreis in G' beziiglich der Distanzen d.
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Abbildung 4.2: Beispiel fiir den Algorithmus METRIC-TSP

Entfernen wir aus diesem Kreis eine beliebige Kante e, so erhalten wir einen Weg P, der
jeden Knoten genau einmal enthélt. Ein solcher Weg ist insbesondere ein Spannbaum
des Graphen G, also gilt d(P) > d(T'), da T' ein minimaler Spannbaum ist. Insgesamt
erhalten wir damit

OPT = d(C*) > d(P) + d(e) > d(P) > d(T).

Wir schliefen den Beweis ab, indem wir zeigen, dass die Lange des ausgegebenen Ha-
miltonkreises C' durch 2d(T") nach oben beschrankt ist. Der Eulerkreis A in G’ benutzt
jede Kante aus dem Spannbaum 7" genau zweimal. Damit gilt d(A) = 2d(7). Um von
dem Eulerkreis A zu dem Hamiltonkreis C' zu gelangen, werden Knoten, die der Eu-
lerkreis A mehrfach besucht, iibersprungen. Da die Distanzen die Dreiecksungleichung
erfiillen, wird durch das Uberspringen von Knoten die Tour nicht verlangert. Es gilt
also d(C') < d(A). Insgesamt erhalten wir

d(C) < d(A) < 2d(T).

Zusammen mit obiger Aussage iiber OPT beweist das, dass der Algorithmus stets eine
2-Approximation liefert. 0

Es stellt sich wieder die Frage, ob wir den Algorithmus gut analysiert haben, oder ob
er in Wirklichkeit eine bessere Approximation liefert. Das folgende Beispiel zeigt, dass
sich unsere Analyse nicht signifikant verbessern lasst.
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Untere Schranke fiir METRIC-TSP

Wir betrachten eine Instanz mit Knotenmenge V' = {vy, ..., v,}, in der jede Distanz
entweder 1 oder 2 ist. Wie wir bereits oben erwahnt haben, ist die Dreiecksunglei-
chung automatisch erfillt ist, wenn nur 1 und 2 als Distanzen erlaubt sind. Wir
gehen davon aus, dass n gerade ist. Es gelte

Vie{2,...,n}:d(v,v) =1

und
d(ve,v3) = d(v3,v4) = ... = d(Vp_1,Vn) = d(Vp,v2) = 1.

Alle anderen Distanzen seien 2. Dann bilden die Kanten mit Distanz 1 die Ver-
einigung eines Sterns mit Mittelpunkt v; und des Kreises (vq,vs, ..., v, v2). Die
folgende Abbildung zeigt links die Instanz fiir n = 6, wobei dicke Kanten Distanz 1
haben und dinne Kanten Distanz 2.

Die optimale Tour fiir diese Instanz hat Lange n. Eine mogliche Wahl, die auch
in der obigen Abbildung rechts dargestellt ist, ist (vq,va, ..., v, v1). Nun kann es
sein, dass der Algorithmus METRIC-TSP genau den Stern als minimalen Spann-
baum wéhlt. Dies ist in der Abbildung unten links dargestellt. Basierend auf diesem
Spannbaum konnte er den Hamiltonkreis (vy,va, vy, Vg, ..., Un, U3, Vs, -+, Up_1,01)
berechnen. Dies ist in der Abbildung unten rechts dargestellt.

3
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Der vom Algorithmus berechnete Hamiltonkreis besteht aus zwei Kanten mit
Distanz 1 und n — 2 Kanten mit Distanz 2. Somit sind seine Kosten insge-
samt 2+2(n—2) = 2n—2. Fur groBe n kommt der Approximationsfaktor (2n—2)/n
der Zahl 2 beliebig nahe.

4.1.3 Christofides-Algorithmus

Wir kénnen den Algorithmus, den wir im letzten Abschnitt présentiert haben, deutlich
verbessern. Wir waren im zweiten Schritt des Algorithmus verschwenderisch. Dort
haben wir alle Kanten des Spannbaums verdoppelt, um einen Graphen zu erhalten,
in dem jeder Knotengrad gerade ist. Es ist aber gut moglich, dass in dem Spannbaum
ohnehin bereits viele Knoten geraden Grad haben. Fiir diese ist eine Verdoppelung
der Kanten gar nicht notwendig. Diese Beobachtung fiihrt zu folgendem Algorithmus,
den Nicos Christofides 1976 vorgeschlagen hat. Man nennt den Algorithmus deshalb
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auch Christofides-Algorithmus, und es handelt sich auch heute noch um den besten
bekannten Approximationsalgorithmus fiir das metrische TSP.

Der Algorithmus benutzt den Begriff eines perfekten Matchings. Ein Matching M eines
Graphen G = (V, E) ist eine Teilmenge der Kanten, sodass kein Knoten zu mehr
als einer Kante aus M inzident ist. Ein perfektes Matching M ist ein Matching mit
M| = |2ﬂ Es muss also jeder Knoten zu genau einer Kante aus M inzident sein. Es ist
bekannt, dass in einem vollstdndigen Graphen mit einer geraden Anzahl an Knoten ein
perfektes Matching mit minimalem Gewicht in polynomieller Zeit berechnet werden
kann. Wie der Algorithmus dafiir aussieht, wollen wir hier aber nicht diskutieren.

Christofides

Die Eingabe sei eine Knotenmenge V' und eine Metrik d auf V.

1. Sei G = (V, E) ein vollstandiger ungerichteter Graph mit Knotenmenge V.
Berechne einen minimalen Spannbaum 7' von G beziiglich der Distanzen d.

2. Sei V! = {v € V| v hat ungeraden Grad in T'}. Berechne auf der Menge V'
ein perfektes Matching M mit minimalem Gewicht beziiglich d.

3. Finde einen Eulerkreis A in dem Multigraphen G = (V, TUM). Wir fassen G
als Multigraphen auf, d.h. jede Kante e € T'N M ist in G zweimal enthalten.

4. Gib die Knoten in der Reihenfolge ihres ersten Auftretens in A aus. Das
Ergebnis sei der Hamiltonkreis C'.

Theorem 4.5. Der Christofides-Algorithmus ist ein %-Appmwimatz’onsalgorithmus fuir
das metrische TSP.

Beweis. Zunéchst beweisen wir, dass der Algorithmus, so wie er oben beschrieben ist,
iiberhaupt durchgefithrt werden kann. Dazu sind zwei Dinge zu klédren:

1. Warum existiert auf der Menge V"’ ein perfektes Matching?

2. Warum existiert in dem Graphen G = (V,T U M) ein Eulerkreis?

Da der Graph vollstindig ist, miissen wir zur Beantwortung der ersten Frage nur
zeigen, dass V' eine gerade Anzahl an Knoten enthélt. Dazu betrachten wir den Gra-
phen (V,T'). Fiir v € V bezeichne 6(v) den Grad des Knoten v in diesem Graphen.

Dann ist

3 5(v) =271

veV
eine gerade Zahl, da jede der |T'| Kanten inzident zu genau zwei Knoten ist. Bezeichne ¢
die Anzahl an Knoten mit ungeradem Grad. Ist ¢ ungerade, so ist auch die Summe
der Knotengrade ungerade, im Widerspruch zu der gerade gemachten Beobachtung.

Zur Beantwortung der zweiten Frage mussen wir lediglich zeigen, dass in dem Gra-
phen G = (V,T U M) jeder Knoten geraden Grad besitzt. Das folgt aber direkt aus
der Konstruktion: ein Knoten hat entweder bereits geraden Grad im Spannbaum 7',
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oder er hat ungeraden Grad im Spannbaum und erhélt eine zusatzliche Kante aus dem
Matching.

Nun wissen wir, dass der Algorithmus immer eine giiltige Losung berechnet. Um seinen
Approximationsfaktor abzuschétzen, benétigen wir eine untere Schranke fiir den Wert
der optimalen Losung. Wir haben im vorangegangenen Abschnitt bereits eine solche
untere Schranke gezeigt, namlich das Gewicht des minimalen Spannbaumes. Wir zeigen
nun noch eine weitere Schranke.

Lemma 4.6. Es sei V' C 'V beliebig, sodass |V'| gerade ist. Auflerdem sei M ein
perfektes Matching auf V' mit minimalem Gewicht d(M). Dann gilt d(M) < OPT/2.

Beweis. Es sei C* eine optimale TSP Tour auf der Knotenmenge V', und es sei C’
eine Tour auf der Knotenmenge V', die entsteht, wenn wir die Knoten in V' in der
Reihenfolge besuchen, in der sie auch in C* besucht werden. Das heifit, wir nehmen
in C* Abkiirzungen und tiberspringen die Knoten, die nicht zu V' gehoren. Wegen
der Dreiecksungleichung kann sich die Lange der Tour nicht vergréfern und es gilt
OPT =d(C*) > d(C").

Es sei V! = {vy,..., v} und ohne Beschrankung der Allgemeinheit besuche die Tour
(" die Knoten in der Reihenfolge (vy, ..., vg, v1). Dann konnen wir die Tour C” in zwei
disjunkte perfekte Matchings M; und M, wie folgt zerlegen:

M1 = {{Ul, 112}, {Ug, 1)4}, N {’Uk_l, Uk}}

und
My = {{va,v3},{vg, 05}, ..., {vg, v1}}-

Wir haben bei der Definition von M; und M, ausgenutzt, dass k = |V’| gerade ist.
Wegen C' = M1 U M2 und M1 N M2 = @ gllt

d(My) + d(My) = d(C") < OPT.

Somit hat entweder M; oder M, ein Gewicht kleiner oder gleich OPT/2. Dies gilt dann
natiirlich insbesondere fiir das perfekte Matching M mit minimalem Gewicht d(M).
O

Mit Hilfe dieses Lemmas folgt nun direkt die Approximationsgiite. Mit den gleichen
Argumenten wie schon beim Algorithmus METRIC-TSP berechnet der Christofides-
Algorithmus eine Tour C' deren Léange durch d(7T') + d(M) nach oben beschrankt ist.
Wir wissen bereits, dass d(T') < OPT gilt und das obige Lemma sagt nun noch, dass
d(M) < OPT/2 gilt. Zusammen bedeutet das

- OPT.

A(C) < d(T) +d(M) < OPT + - OPT <

Damit ist das Theorem bewiesen. OJ
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Auch fiir den Christofides-Algorithmus kénnen wir wieder zeigen, dass sich unsere
Analyse nicht signifikant verbessern lésst.

Untere Schranke fiir den Christofides-Algorithmus
Sei n € N ungerade. Wir betrachten die folgende Instanz des metrischen TSP.

Alle Kanten, die nicht eingezeichnet sind, haben die grofitmogliche Lange, die die
Dreiecksungleichung zulésst. Die optimale Tour fiir diese Instanz hat Lénge n. Be-
rechnet der Christofides-Algorithmus jedoch im ersten Schritt den Spannbaum, der
durch die dicken Kanten angedeutet ist, so ist der Spannbaum ein Pfad. Das heif3t,
nur die beiden Endknoten haben ungeraden Grad und werden im Matching M
durch die Kante mit Gewicht |n/2]| verbunden. Somit berechnet der Algorithmus
eine Losung mit Lénge (n — 1) + |n/2]. Fir grofie n entspricht dies in etwa 3n/2
und der Approximationsfaktor kommt 3/2 beliebig nahe.

Ist % der bestmogliche Approximationsfaktor, der fiir das metrische TSP unter der An-
nahme P # NP erreicht werden kann? Diese Frage ist bis heute ungeklért. Man kennt

bisher keinen besseren Approximationsalgorithmus als den Christofides-Algorithmus.
Auf der anderen Seite wurde in Bonn gezeigt, dass es keinen %—Approximationsalgo—

rithmus fiir das metrische TSP geben kann, falls P # NP gilt [3]. Die Liicke zwischen

% ~ 1,008 und % zu schlieflen, ist ein interessantes offenes Problem der theoretischen

Informatik.
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