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Aufgabe 1: (5 Punkte)
Sei S = {x1, . . . , xm} ⊆ Rd. Zeigen Sie, dass zu der optimalen Lösung C∗ = {c∗1, . . . , c∗k} des
k-Means-Problems Zentren C = {c1, . . . , ck} ⊆ S existieren, sodass gilt

φ(S,C) =
∑
x∈S

min
c∈C
‖x− c‖2 ≤ 2

∑
x∈S

min
c∗∈C∗

‖x− c∗‖2 = 2φ(S,C∗).

Hinweis: Sie dürfen ohne Beweis ausnutzen, dass für jede MengeM ⊆ S, c ∈ Rd und µ(M) =
1
|M |

∑
x∈M x gilt

φ(M, c) =
∑
x∈M

‖x− c‖2 =
∑
x∈M

‖x− µ(M)‖2 + |M |‖µ(M)− c‖2.

Aufgabe 2: (6 Punkte)
Gegeben eine endliche Menge S ⊂ Rd ein Zentrum c ∈ Rd und α ∈ [0, 1). Wir wählen z
uniform zufällig aus S. Zeigen Sie, dass mit Wahrscheinlichkeit mindestens α gilt

‖z − c‖2 ≤ 1

1− α
· φ(S, c)
|S|

.

Aufgabe 3: (6 Punkte)
Seien A,B ⊂ Rd zwei endliche Mengen mit A ∩B = ∅. Zeigen Sie, dass

φ(A ∪B, µ(A ∪B)) = φ(A, µ(A)) + φ(B, µ(B)) +
|A||B|
|A|+ |B|

‖µ(A)− µ(B)‖2

gilt.
Tipp: Wenden Sie Lemma 20.2 jeweils für A und B an.

Aufgabe 4: (3 Punkte)
Zeigen Sie, dass die randomisierte Wahl des ersten Zentrums bei den Algorithmen für k-Means
notwendig ist. Konstruieren Sie dazu eine Instanz, für die eine willkürliche (worst-case) Wahl
des ersten Zentrums direkt einen beliebig schlechten Zielfunktionswert bezüglich k-Means
Zielfunktion liefert, unabhängig davon, wie weitere Zentren gewählt werden.


